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Résumé
Ce travail porte sur la compréhension des instabilités de sillage générées par des corps
solides axisymétriques immergés dans un fluide newtonien incompressible, homogène et mo-
nophasique. La forme des objets est principalement cylindrique ; leur hauteur est toujours
inférieure à leur diamètre. Des comparaisons sont effectuées avec le cas référent de la sphère
solide. Deux contextes sont abordés : le cas fixe et le cas mobile. Le premier cas se penche
sur la formation de structures tourbillonnaires en aval d'un obstacle fixe, dû à un écoule-
ment incident uniforme et stationnaire. Le paramètre adimensionnel gouvernant la physique
du problème est le nombre de Reynolds basé sur la vitesse incidente, la taille caractéristique
de l'objet et la viscosité cinématique du fluide. La gamme balayée du nombre de Reynolds
permet l'obtention des écoulements de Stokes jusqu'à la transition vers le chaos. Le second
cas place le corps libre de se mouvoir dans un fluide visqueux au repos, sous l'effet de la
gravité. Les paramètres pertinents, ici, seront le rapport des masses volumiques, le nombre
d'Archimède (ou nombre de Galilée) tenant compte des effets de flottabilité, de la viscosité et
des dimensions géométriques propres au corps. Les régimes hydrodynamiques observés corres-
pondent à la même catégorie que ceux précédemment cités pour les corps fixes. L'outil utilisé
pour approcher le sujet est la simulation numérique. Le code employé résout les équations de
Navier-Stokes 3D instationnaires de manière directe avec, pour la partie dynamique, la réso-
lution couplée des équations de Kirchhoff généralisées. Une étude mathématique, basée sur
la théorie des formes normales, est développée pour aider à la cartographie des bifurcations
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This work is about the understanding of instabilities developped in the wake of solid axisy-
metric bodies immersed into a newtonian, homogenous, incompressible and monophasic fluid.
The shape of objects is cylindrical ; their height do not exceed their diameter. Comparisons
are done in reference with the solid sphere case. Two approaches are considered : the fixed
and the dynamic cases. For the first case, we study the generation of vortex backing fixed
obstacles, due to the incoming steady flow. Reynolds number, based on a characteristic lenght
of the system, the fluid's kinematic viscosity and the incident velocity, permits the access of
creeping flows until the route to chaos. For the second case, the body is placed freely in a
viscous and inert fluid under the effect of gravity field. Hereby, adimensional parameters are
the ratio of density, buoyancy force, viscosity and body's geometric characteristics. Observed
hydrodynamic regimes are equivalent to the ones of the fixed case. To investigate this problem,
a numerical approach is undertaken. The code solves unsteady 3D Navier-Stokes equations by
direct simulation with a coupled resolution of generalised kirchohff laws in the dynamic case.
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parallèle ... mais une fois caressé dans le bon sens, capable de retranscrire de manière quasi-
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guerre' avec les expérimentateurs en saluant Patricia Ern, Frédéric Risso et Nicolas Brosse
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Patrick Huelmo, Sébastien Tanguy, Pauline Assemat, Karim Debbagh, ... Enfin, je tiens à
remercier une dernière personne sans qui les pellicules de poussière s'accumuleraient sur cet
















L'un des premiers grands acteurs dans l'évolution de la mécanique est certainement le
physicien et mathématicien Archimède. Il vécut au troisième siècle avant Jésus-Christ auprès
du roi impitoyable Hiéron II. Nombres d'incertitudes restent quant aux légendes qui lui sont
attribuées. La plus connue est celle de la couronne plaquée or : Hiéron, suspicieux d'un joaillier
qui devait lui remettre une couronne en or massif, demanda à Archimède de s'assurer de la
juste noblesse du matériau constituant cet ornement. Archimède resta perplexe jusqu'au jour
où il prit un bain et découvrit que son corps pesait moins dans l'eau. Il s'écria alors :  Euréka !
J'ai trouvé ! . Il venait de mettre en évidence la force dorénavant appelée Poussée d'Archimède
qui traduit que tout corps plongé dans un liquide subit, de la part de celui-ci, un effort dirigé et
opposé à la gravité, équivalant au poids du liquide déplacé par ce même corps. Par ce principe,
il a pu mettre en exergue la supercherie du joaillier. Si des doutes subsistent sur la légende, la
contribution d'Archimède en hydrostatique est plus qu'avérée. Il écrivit bon nombre de traités
en géométrie et en arithmétique (De l'équilibre des figures planes, de la sphère et du cylindre,
de la mesure du cercle, ...) où il fait part, par exemple, de l'approximation du nombre Pi
entre 223/71 (3.1408) et 22/7 (3.1428) par le calcul d'aire de polygones réguliers circonscrits
et inscrits dans un cercle. Ses qualités de physicien et d'expérimentateur lui ont permis de
créer la vis sans fin ou vis d'Archimède pour faciliter l'arrosage des cultures agricoles proches
du Nil. Le roi Hiéron II lui aurait aussi attribué des fonctions dans la mise en oeuvre de grands
édifices militaires pour protéger la ville de Syracuse de l'envahisseur. Archimède serait mort
en 242 avant Jésus-Christ lors de la prise de la ville, sous l'épée d'un soldat romain.
Certains de ses traités furent perdus au cours des siècles, notamment le manuscrit original
en grec sur la théorie des corps flottants. C'est en 1899 que ce manuscrit refit surface sous
la forme d'un palimpseste découvert dans le patriarcat grec de Jérusalem par un paléographe
du nom de Padapopoulos Kerameus. Le recueil aurait été conservé jusqu'à cette date dans
un monastère de Bethleem et réutilisé par un prêtre, pour écrire par dessus une liturgie.
En 1906, Heidberg étudia le palimpseste à Constantinople et déchiffra une partie des traités
mathématiques encore lisible sur le parchemin délavé. Le philologue révéla alors la présence
de trois textes : le Stomachion, la méthode et le traité des corps flottants. Le palimpseste
d'Archimède disparaît ensuite dans une collection française privée jusqu'en 1991 lors d'une
mise aux enchères de "Chez Christie's".
xxix
Fig. 1  Extrait du palimpseste d'Archimède.
L'ouvrage est actuellement conservé et restauré au Waters Art Museum de Baltimore,
malgré la réclamation du patriarcat grec de Jérusalem. Depuis les années 2000, des équipes
de recherche en imagerie de l'Institut de Technologie de Rochester tentent de décrypter par
Rayons X et imagerie multi-spectrale l'intégralité du palimpseste (voir figure 1).
Galilée
Si Archimède a posé les premiers jalons de l'hydrostatique, c'est Galileo Galilei dit Galilée
(1564-1642) qui fut le précurseur de la dynamique moderne. En effet, au Moyen-Âge, les
écrits d'Archimède sont méconnus et la vision aristolétienne est partagée par le plus grand
nombre des savants. Au seizième siècle, les premières traductions viables en version latine
des écrits d'Archimède furent publiées par Niccolo Tartaglia, professeur d'Ostilio Ricci qui
fit l'instruction scientifique de Galilée. De cette formation originale pour l'époque va naître
les maints désaccords avec le camp aristolétien. Galilée refusa le principe qu'il faut appliquer
une force pour obtenir un mouvement uniforme et fera l'ébauche d'un lien entre force et
accélération. Cette nouvelle loi d'inertie (définitivement établie par Newton quelques années
plus tard) lui permettra d'avoir une notion correcte de la résistance de l'air exercée par le
mouvement d'un objet. Galilée fut aussi en profond désaccord avec la remarque énoncée par
Archimède lui-même :  La forme d'un objet n'entre pas en ligne de compte dans l'ascension
ou la chute d'un corps, mais joue un rôle dans le déplacement rapide ou lent de celui-ci .
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En connaissance de la masse volumique et des forces exercées par le fluide sur l'objet, cette
phrase s'avère fondée mais les croyances aristolétiennes de l'époque en concluaient que la
forme d'un objet pouvait contraindre celui-ci à rester immobile dans un liquide, que celui-ci
soit plus lourd ou plus léger.
Fig. 2  Extrait de l'ouvrage de Galilée sur le traité des corps immergés.
Lors d'une dispute en 1611 avec Lodovico delle Colombe, partisan de la voie aristotienne,
l'exemple du glaçon flottant à la surface de l'eau fut pris et Colombe vit dans ce phénomène la
démonstration qu'un objet plus dur, et donc plus lourd d'après lui, ne coule pas dans l'eau de
par sa forme qui l'empêche d'y pénétrer complètement. Galilée y répondit que la dureté d'un
matériau n'avait aucun lien avec sa lourdeur, que bien d'autres formes de glaçon flotteraient
dans cette situation et plongeant à la main le glaçon au fond du récipient, que cela était
bien sa légèreté qui ramenait forcément le glaçon à la surface. De ses querelles avec Colombe,
Grazia et Coresio, Galilée aboutit à l'écriture en italien de l'ouvrage intitulé Discours sur les
Corps Flottants au printemps 1612. La page de garde de cet ouvrage est illustrée en figure 2.
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Autres grands noms de la mécanique
Cette préface historique s'est attachée à deux des précurseurs de cette thématique. Il
conviendrait de pouvoir donner une place aussi importante à leurs successeurs mais ce présent
ouvrage ne serait plus une thèse de doctorat en mécanique mais en Histoire des sciences.
Simplement par égard pour eux, quelques autres grands noms de la mécanique sont illustrés
dans la figure 3.
Fig. 3  Quelques unes des grandes figures de la mécanique (de haut en bas et de gauche à
droite) : Léonard de Vinci, Issac Newton, Hermann Helmholtz, Osborne Reynolds, Nikolai
Joukowski, Jean d'Alembert, Lord Rayleigh, Ludwig Prandtl.
Bibliographie
 Archimède - tome III - Sur la théorie des corps flottants ; Stomachion ; La méthode,
traduit par C. Mugler,Collections Université de France
 Galilée - Discourse on bodies in water, traduit parT. Salusbary,Dover phoenix editions







1.1 Position du problème
L'étude de l'interaction entre un fluide et une structure est une des vastes thématiques de
la mécanique. Lorsque l'on parle communément d'interaction fluide-structure, on entend en
particulier l'impact d'un écoulement de fluide sur la déformation d'une structure solide. Un
exemple d'application directe de ce type d'étude est la conception de ponts dont il faut maî-
triser les vibrations et les déformations lorsque le tablier est soumis à des vents latéraux. Une
conséquence tragique en est l'effondrement du pont de Tacoma (au nord-ouest des Etats-Unis)
en 1940 lorsque la fréquence de détachement des tourbillons en aval de celui-ci est entrée en
résonance avec la fréquence propre du pont.
Plus généralement, lorsque l'on place un système matériel, déformable ou indéformable,
dans un milieu continu de type liquide ou gaz, ce système peut induire une modification lo-
cale sur les caractéristiques du milieu continu, en exerçant une résistance à l'avancement de
ce dernier, et être dans le même temps soumis par rétroaction à des contraintes exercées par
le milieu continu lui-même. Deux applications de cette classe de problèmes sont illustrées en
figures 1.1. La figure 1.1-a présente une campagne expérimentale menée par l'Institut Alfred
Wegener Foundation for the Advancement of the Geosciences lors d'une expédition au Groen-
land : ce type de mesures réclame un contrôle de la trajectoire et de la vitesse de déplacement
des ballons-sondes dans l'atmosphère. La figure 1.1-b présente un écoulement sanguin et est
tirée des travaux menés au Biology Department at the University of York, illustrant les études
en biomécanique sur le transport de l'oxygène par les globules rouges dans le sang, jouant un
rôle fondamental sur le fonctionnement de l'organisme humain. Les figures 1.1 mettent en évi-
dence l'intérêt suscité par la compréhension des mécanismes physiques mis en jeu mais aussi
la complexité de la dynamique des systèmes matériels ou organiques observés : l'atmosphère
et le sang sont des fluides dont les propriétés sont inhomogènes et instationnaires ; le ballon
et les globules sont des systèmes déformables.
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Fig. 1.1  Extraits INTERNET : (a)- Lâcher dans l'atmosphère de ballon-sonde météorolo-
gique (Alfred Wegener Foundation for the Advancement of the Geosciences) ; (b)- Visualisa-
tion de globules rouges dans un écoulement sanguin (Biology Department at the University of
York).
Comme dans bon nombre de problèmes scientifiques, il faut passer par la simplification de
la situation étudiée pour pouvoir ensuite l'analyser dans le détail. Une solution, par exemple,
serait de considérer un système matériel isolé (simplification par rapport à un écoulement po-
lydisperse ou monodisperse) et de minimiser le nombre de degrés de liberté du système dans
son déplacement dans le milieu. Concrètement, on peut illustrer ce propos par le domaine
aérodynamique et les essais en souerie. En effet, l'utilisation de maquettes d'avions placées
dans des tunnels où l'on contrôle l'écoulement incident permet de faciliter (ou de corroborer)
la conception ainsi que la réalisation de ce type d'appareil. Dans le même esprit, la figure
1.2-a illustre des travaux expérimentaux sur les propriétés aérodynamiques des oiseaux (mis à
disposition sur Internet par The Fluid labs développé par le groupe IIHR-Hydroscience pour
le College of Engineering of The University of Iowa). Ce groupe étudie comment la nature
a su évoluer face au problème de résistance à l'avancement dans l'air ; le volatile jouant le
rôle de l'obstacle dans l'écoulement. Dans un autre registre, les îles peuvent être considérées
comme un obstacle aux courants atmosphériques. Une des manifestations spectaculaires d'in-
stabilité de sillage est présentée en figure 1.2-b ; l'image montre la naissance de structures
tourbillonnaires contrarotatives alternées (dites allées de Bénard-Von Karman) dans le sillage
d'une île de l'archipel des Canaries (photographie prise par la NASA, Goddard Space Flight
Center et ORBIMAGE, réalisée lors du 'SeaWiFS Project').
Au vu de ces deux dernières images, il convient encore de dire que les phénomènes phy-
siques observés ne sont pas encore des plus simples !
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Fig. 1.2  Extraits INTERNET :(a)- Sillage d'un oiseau en souerie (College of Engineering
of The University of Iowa) ; (b)- Manifestation de l'instabilité de Von-Karman derrière une
île (Goddard Space Flight Center).
1.2 Le contexte spécifique
Le cadre de cette thèse porte sur des corps indéformables possédant une géométrie simple




défini avec D le diamètre caractéristique du corps, H la longueur transverse au diamètre
(voir figures 1.3).
Fig. 1.3  Définition du rapport de forme χ
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Le fluide en interaction avec un de ces corps isolés est un fluide visqueux newtonien non
affecté par les effets de compressibilité. Le problème est purement hydrodynamique ; l'impact
des variations de température est donc négligé. Deux situations sont étudiées : le cas dit 'corps
fixe' et le cas dit 'corps mobile'. Dans la première situation, le corps est fixé dans un écoule-
ment de fluide visqueux uniforme suffisamment loin en aval de l'obstacle et placé de manière à
ne pas subir d'effets de parois du récipient contenant le fluide. Expérimentalement, ce cas cor-
respond aux études typiques menées dans une souerie (voir figure 1.2-a, maquette d'avion,
etc...). Dans la seconde situation, les effets de parois sont aussi négligés mais cette fois-ci, le
fluide est au repos (déplacement des particules fluides faible et négligé loin de l'obstacle) et
l'objet est libre de se mouvoir au sein du fluide sous l'effet de la flottabilité (différence de
masse volumique entre celle du fluide et celle du corps). L'application réelle est, par exemple,
la sédimentation de particules dans une cuve à eau (la figure 1.1-a peut aussi être vue comme
une illustration).
Pour la configuration 'corps fixe', le nombre adimensionnel régissant le problème est le
nombre de Reynolds Re défini par V∞, la vitesse de l'écoulement à l'infini amont et ν, la
viscosité cinématique du fluide :
Re=V∞.Dν
Pour la configuration 'corps mobile', on définit un premier nombre adimensionnel, le rap-
port de masse volumique ρs
ρf
(avec ρs la masse volumique du corps et ρf la masse volumique
du fluide). Dans certaines études, il lui est préféré une reformulation (notée I∗) faisant inter-
venir le moment d'inertie du solide rapporté à une quantité arbitraire et relative au moment
d'inertie du fluide déplacé. Par exemple, dans le cas d'un cylindre de rapport de forme χ, on





Pour quantifier le rapport entre l'effet de la flottabilité et les effets visqueux, on définit
un deuxième nombre adimensionnel, le nombre d'Archimède Ar avec ~g l'accélération de la












Le nombre d'Archimède est un nombre de Reynolds déguisé, basé sur le rayon équivalent
req d'une sphère de même volume que le volume Vobs du corps choisi (D3eq = 6.Vobspi ) et basé sur




.g.H dite gravitationelle. Ar est aussi appelé nombre
de Galilée dans d'autres études mais ce dernier caractérise traditionnellement le déplacement
d'un corps sphérique (D = H) de masse volumique bien plus faible que le fluide environnant
(exemple : dynamique des bulles) et se définissant par Ga ≈ Dν .
√
g.D (les grandeurs caracté-
ristiques choisies pour Ga sont le diamètre du corps pour la longueur et
√
g.D pour la vitesse).
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Pour les deux situations ('corps fixe' et 'corps mobile'), on s'intéresse aux régimes hydro-
dynamiques où naissent les 'premières' instabilités de sillage. Tant que les effets visqueux sont
prépondérants vis à vis de l'inertie (inertie de l'écoulement incident dans le cas 'corps fixe' et
inertie du corps due à l'effet de la flottabilité dans le cas 'corps mobile'), il existe des solutions
stationnaires du problème. Au delà de seuils critiques basés sur le nombre de Reynolds pour le
cas 'corps fixe' et le nombre d'Archimède (un des choix possibles) pour le cas 'corps mobile',
les solutions stables du problème deviennent instationnaires. On entre donc dans le régime
des instabilités de sillage.
Ainsi, les régimes hydrodynamiques étudiés correspondent à des régimes laminaires et
transitoires. Ceux à caractère turbulent ne sont pas abordés dans ce travail.
Fig. 1.4  Visualisation expérimentale du sillage stationnaire et instationnaire derrière un
disque (Marshall & Stanton (1930)).
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1.2.1 Etat de l'art pour des objets solides fixés dans un écoulement
Par voie expérimentale
L'une des premières publications, datant du début du vingtième siècle et traitant du su-
jet, est l'article de Marshall & Stanton (1930). Ces auteurs mettent en évidence de manière
expérimentale, pour des nombres de Reynolds modérés (de l'ordre de la centaine), l'existence
d'états axisymétriques de l'écoulement contournant un cylindre aplati (approximation réelle
du disque) dont les faces planes sont placées perpendiculairement à l'écoulement incident.
La ligne de décollement observée autour de l'obstacle forme alors une zone de recirculation
stationnaire et toroïdale.
Pour des nombres de Reynolds supérieurs, ils observent la naissance et le détachement pé-
riodique de structures tourbillonnaires cohérentes dont la forme caractéristique est assimilée
à une épingle à cheveux (voir figures 1.4).
Plus tard, Roos & Willmarth (1971) proposent une base de données relative aux forces
exercées par et dans la direction de l'écoulement sur un système solide du même type (non
illustré).
(a) (b)
Fig. 1.5  (a)-Visualisation de sillage stationnaire derrière des ellipsoïdes de différents rap-
ports de forme (Masliyah (1972)) ; (b)- Descriptif des différents types de sillages observés
derrière une sphère (Sakamoto & Haniu (1990)).
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Des études similaires sont menées dans le même temps pour des objets non plus cylin-
driques mais ellipsoïdaux (principalement sphériques).
Ainsi, Taneda (1956) et Masliyah (1972) ont caractérisé l'évolution de l'angle de décol-
lement et de la longueur de recirculation du sillage stationnaire respectivement derrière une
sphère (rapport de forme unitaire) et derrière des ellipsoïdes χ > 1 (voir figure 1.5-a). Dans le
cas de la sphère, Roos & Willmarth (1971) ont aussi proposé une base de données sur la force
exercée par et dans la direction de l'écoulement ; Sakamoto & Haniu (1990) ont quant à eux
étudié l'évolution des lâchers tourbillonnaires pour des régimes hydrodynamiques laminaires
et turbulents (voir figure 1.5-b).
Dans les années 1960-70, il n'y avait pas encore de consensus sur le nombre de Reynolds
critique caractérisant la perte de l'axisymétrie de l'écoulement autour d'une sphère solide.
Taneda propose une valeur proche de 130 pour laquelle il constate une oscillation périodique
du sillage, alors que Magarvey & Bishop (1961) constate une modification de la structure du
sillage pour une valeur de Re ≈ 210 (apparition de deux filaments tourbillonnaires et station-
naires dans le sillage).
Plus récemment, ce seuil critique fut corroboré et affiné par Provansal & Ormières (1998).
Depuis les années 1990, le consensus s'est effectué aussi sur le seuil d'apparition d'une solution
instationnaire (Rec ≈ 272). Les récents travaux de Gumowski et al. (2008) et Przadka et al.
(2008) ont obtenu notamment des visualisations spectaculaires du sillage d'une sphère solide
(voir figures 1.6) ; l'image 1.6-a illustre le mode instable stationnaire à Re = 250 et l'image
1.6-b le mode instable instationnaire à Re = 272.
(a) (b)
Fig. 1.6  Visualisation de sillage derrière une sphère solide fixe : (a)- filaments tourbillon-
naires à Re = 250 ; (b)- 'vortex shedding' à Re = 272 (Przadka et al. (2008)).
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Par voie numérique
L'un des premiers à avoir étudié, par la voie numérique, l'évolution de la zone de recircu-
lation à symétrie axiale générée par un disque est Michael (1965) (voir figures 1.7).
Fig. 1.7  Ecoulement stationnaire et axisymétrique derrière un disque (Michael (1965)) pour
trois valeurs de Re : en haut - lignes de courant lorsque le fluide se déplace vers l'objet fixe ; au
milieu - lignes de courant lorsque l'objet se déplace dans le fluide ; en bas - lignes de vorticité
dans les deux cas.
Ses résultats sont en bon accord avec les résultats expérimentaux de Willmarth et al.
pour des nombres de Reynolds Re < 100 ainsi qu'avec les solutions théoriques d'Oseen-
Oberbeck (solutions analytiques et approchées dans le régime des petits nombres de Reynolds).
Plus récemment, Natarajan & Acrivos (1993) montrent par une analyse de stabilité linéaire
(perturbation du mode axisymétrique de l'écoulement moyen) que la bifurcation primaire
rencontrée (dans le cas de la sphère fixe , à Re ≈ 210 ; dans le cas du disque fixe, à Re ≈ 116, 5)
donne naissance à un mode instable non axisymétrique stationnaire, brisant la symétrie axiale
au profit d'une symétrie plane.
10
1.2. LE CONTEXTE SPÉCIFIQUE
Les auteurs caractérisent aussi une deuxième transition amenant l'instationnarité de l'écou-
lement (dans le cas de la sphère fixe, à Re ≈ 277 ; dans le cas du disque fixe, à Re ≈ 126, 5).
Ces résultats confortent, entre autres, les précédents travaux expérimentaux de Magarvey &
Bishop pour la sphère. A notre connaissance, il n'existe pas à l'heure actuelle de résultats
corroborant les deux seuils de transition pour le disque.
Le développement de ces deux modes est ensuite observé par la résolution numérique
complète des équations de Navier-Stokes tridimensionnelles dans le cas de la sphère fixe, no-
tamment par Johnson & Patel (1999), Tomboulides & Orzag (2000) et Guidersa & Dusek
(2000). Physiquement, le premier mode instable correspond à un sillage stationnaire déformé
par deux filaments tourbillonnaires contrarotatifs de vorticité axiale et générant une force
transverse à l'écoulement dit de portance (voir figure 1.8-a pour la visualisation du mode
stationnaire et 1.8-b pour la visualisation du mode instationnaire).
(a)
(b)
Fig. 1.8  (a)- Isocontours de vorticité axiale pour un écoulement stationnaire avec brisure
de l'axisymétrie (Tomboulides & Orzag (2000)) ; (b)- Conservation d'un plan de symétrie lors
des lâchers de structures tourbillonnaires derrière une sphère (Johnson & Patel (1999)).
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1.2.2 Etat de l'art pour des objets mobiles dans un fluide au repos
Par voie expérimentale
La dynamique d'une sphère solide en ascension ou chute libre dans un fluide visqueux a été
aussi étudiée. Dans différents articles, Karamanev & al. (1992,1996,2001) caractérisent une
première transition vers Re ≈ 130 relative à la perte d'axisymétrie et de stationnarité du sys-
tème au profit d'un mouvement en spirale pour des sphères suffisamment légères ( ρs
ρf
< 0.3).
Plus récemment, Veldhuis et al. (2005) ont balayé expérimentalement les plages de rapport de
masse volumique ρs
ρf
∈ [0.5 : 3.0] et de nombre de Reynolds Re ∈ [200 : 350]. Ils caractérisent
une première transition vers Re ≈ 210,∀ ρsρf , amenant une dérive horizontale stationnaire de
la sphère.
Deux articles font référence en la matière pour les objets solides cylindriques aplatis. Le
premier, dû à Willmarth et al. (1964), dresse un tableau en fonction de deux paramètres adi-
mensionnels (le nombre de Reynolds Rem basé sur la vitesse moyenne de déplacement vertical
du système matériel au sein du fluide et le moment d'inertie adimensionnel I∗ comme défini
précédemment). Ce tableau fait apparaître trois régions, relatives à trois types de déplacement
non chaotique du système matériel : un premier régime stationnaire où le corps se déplace de
manière rectiligne (direction locale du champ de pesanteur), un deuxième instationnaire où
le système oscille de manière périodique (voir figure 1.9-a) avec une inclinaison de son axe de
symétrie inférieure à 90par rapport à la gravité et enfin un troisième où le corps effectue et
enchaîne des rotations complètes. Ces conclusions seront ensuite corroborées par Field et al.
(1997) et complétées (voir figure 1.9-b).
Si l'on considère le référentiel terrestre comme galiléen, les régimes hydrodynamiques sta-
tionnaires, présentant une trajectoire rectiligne verticale, reviennent donc, à un changement
de référentiel galiléen près, à l'étude des sillages stationnaires observés dans le cas 'corps
fixes'. La confrontation entre les deux approches, notamment l'étude de la transition station-
naire/instationnaire dans les deux contextes, est donc judicieuse.
Une telle étude a été menée au sein de l'Institut de Mécanique des Fluides de Toulouse dans
le cadre des travaux de thèse de P.C. Fernandes en 2005 et des articles qui en ont découlés :
Fernandes et al. (2005,2007,2008) et Ern et al. (2007,2009). Cette étude a permis entre autres
et d'une part, de cartographier de manière précise la transition entre trajectoires rectilignes et
zigzags pour des cylindres solides χ > 1 lorsque ρs
ρf
est proche de l'unité (voir figure 1.10-a) ;
d'autre part, de mettre en évidence que les seuils de transition stationnaire/instationnaire
'corps fixe' et 'corps mobile' sont similaires pour les cylindres peu aplatis mais que le seuil
critique d'apparition des oscillations auto-entretenues dans le cas 'corps mobile' diffère du
seuil critique menant aux structures tourbillonnaires alternées dans le cas 'corps fixe' (voir
figure 1.10-b).
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(a) (b)
Fig. 1.9  (a)- Trajectoires rectiligne et zigzag d'un disque en chute libre (Willmarth et al.
(1964)) ; (b)- Cartographie hydrodynamique en fonction de (I∗,Rem) (Field et al. (1997)).
(a) (b)
Fig. 1.10  (a)- Trajectoires rectiligne et zigzag d'un cylindre en ascension libre ; (b)- Carto-
graphie hydrodynamique pour le cylindre mobile en fonction du Rem et χ (Fernandes (2005)).
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Par voie numérique
La dynamique d'une sphère solide se déplaçant sous l'effet de la flottabilité est étudiée
expérimentalement et numériquement par Jenny et al. (2003) à l'Institut de Mécanique des
Fluides et des Solides à Strasbourg (voir figure 1.11). Leurs résultats sont proches de ceux ob-
tenus expérimentalement par Veldhuis et al. (2005). Les différents régimes hydrodynamiques
existant entre les états stationnaires et instationnaires sont mis en évidence en fonction du rap-
port de masse volumique fluide et solide ρs
ρf








Une des particularités de ces résultats (non observée pour les cylindres) est que, dans le cas
de la sphère, l'état axisymétrique peut bifurquer (selon ρs
ρf
, Re ∈ [205 : 212]) vers un état
stationnaire présentant une dérive oblique suivi d'un état instationnaire avec toujours une
dérive moyenne oblique.
Fig. 1.11  Cartographie des régimes hydrodynamiques pour la sphère mobile en fonction du
rapport de densité et de Ga (Jenny et al. (2003)).
Ce bref résumé met en lumière la diversité des premiers régimes observés pour des objets
mobiles solides. On peut aussi citer le cas bidimensionnel : une approche numérique (dyna-
mique 2D avec des corps de section elliptique) menée par Pesavento & Wang (2004) retrouve
les deux régimes observés par Belmonte et al. (1998) et Andersen et al. (2005) (trajectoires
en zigzag (i.e. fluttering), en autorotation (i.e. tumbling), voir figures 1.12).
Notons enfin les travaux de thèse de G. Mougin (2002) qui fut le précurseur du développe-
ment de la méthode numérique employée dans le présent travail et qui ont permis d'expliquer
l'influence du rapport de forme d'une bulle indéformable sur la nature des trajectoires décrites
(Mougin & Magnaudet (2002-a),(2002-b),(2006)). Une illustration est proposée en figures 1.13.
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Fig. 1.12  Structures tourbillonnaires développées en 2D lors d'une virevolte d'un corps de
section elliptique (Pesavento & Wang (2004)).
(a) (b)
Fig. 1.13  (a)- Trajectoire en zigzag suivie d'une hélice pour une bulle ellipsoïdale aplatie ;
(b)- Exemples d'isocontours de vorticité axiale pour le zigzag (en haut) et l'hélice (en bas)
(Mougin (2002)).
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE
1.3 Cadre de la thèse
1.3.1 But de ce travail
L'introduction qui précède montre que même en se limitant à des objets tridimensionnels
de géométrie simple, la nature et l'évolution des sillages observés peuvent s'avérer compli-
quées. De ce fait, continuer à étudier ces systèmes matériels (sphère, disque, etc, ...) reste
d'actualité. Que ce soit dans un contexte 'corps fixe' ou 'corps mobile', la littérature dédiée
à la description des régimes hydrodynamiques correspondant aux premiers modes instables
générés par une sphère solide dans un écoulement incident uniforme visqueux est bien plus
riche que celle dédiée aux disques minces ou épais (principalement par la voie numérique). De
ce fait, nous nous sommes focalisés sur cette dernière variété d'objets. La priorité s'est fixée
sur le disque infiniment mince (dont le rapport de forme χ est infini).
Les différentes études expérimentales précédentes dans le cas 'corps fixe' sous-entendent
que tout corps axisymétrique a pour première bifurcation, une bifurcation régulière de type
fourche développant un premier mode instable stationnaire suivi d'une autre bifurcation de
type Hopf développant un mode instationnaire conservant un plan de symétrie. Ce scénario
ne fait plus aucun doute dans le cas de la sphère solide. Il semble naturel de penser que la
nature des structures tourbillonnaires développées dans le sillage de corps cylindriques peut
amener le même constat. Nous souhaitons vérifier ici cette assertion par la voie numérique.
Dans une seconde partie, nous abordons la thématique des 'corps mobile'. En ce qui
concerne les disques minces ou épais, une confrontation des résultats n'est actuellement pos-
sible qu'avec des travaux de nature expérimentale. Le disque infiniment mince n'ayant qu'une
réalité mathématique (ou numérique), pour approcher au mieux le cadre de l'investigation
expérimentale menée par P.C. Fernandes à l'IMFT (2005), nous nous sommes en priorité in-
téressés à des disques plus ou moins aplatis (d'épaisseur finie) solides mobiles dans un fluide
visqueux au repos à 'l'infini' (i.e. suffisamment loin du corps et hors de la zone des perturba-
tions liées à celui-ci) et dont la masse volumique est proche de celle du fluide. Notre curiosité se
pose notamment sur le 'retard' du développement des zigzags pour des disques suffisamment
aplatis. On entend , par 'retard', l'écart qui semble exister entre le seuil basé sur le nombre de
Reynolds lié à perte de stationnarité des solutions du problème dit 'corps fixe' (Re défini par
la vitesse caractéristique de l'écoulement incident) et du problème dit 'corps mobile' (Rem
défini par la vitesse caractéristique liée au déplacement moyen vertical de l'objet).
16
1.3. CADRE DE LA THÈSE
1.3.2 Plan du manuscrit
Le choix opéré, parmi d'autres possibilités, pour l'élaboration de ce rapport est de séparer
les deux thématiques précédemment décrites en deux parties. La première partie se consacre
donc à l'étude de régimes hydrodynamiques développés par la résistance à l'avancement d'un
fluide visqueux due à un objet axisymétrique placé de manière fixe et isolé dans un écoule-
ment uniforme 'à l'infini' amont. La seconde partie se consacre à l'étude de la dynamique de
corps solides axisymétriques libres de se mouvoir dans un fluide visqueux au repos à 'l'infini'.
Chacune de ces deux parties est construite de manière similaire et divisée en quatre chapitres :
 Formulation mathématique et modélisation numérique du problème.
 Validations de la capacité du code à retranscrire la physique souhaitée.
 Obtention et description des résultats obtenus dans ce contexte.
 Commentaires et conclusions spécifiques à ces résultats.
La dernière partie propose une conclusion générale de ce travail, en tentant de faire des
liens entre les deux thématiques et en mettant l'accent sur les nouveautés apportées par le
présent travail. Le champ d'investigation, à savoir l'étude de l'interaction entre un fluide et
une structure, est vaste ; quelques pistes sont proposées en perspective pour avancer dans la
compréhension et la maîtrise des mécanismes physiques mis en jeu dans cette problématique.
L'ouvrage se termine par la bibliographie utilisée dans ce cadre et par des annexes sur :
 les écoulements à petit nombre de Reynolds pour divers objets cylindriques.
 le développement d'un modèle mathématique basé sur les formes normales et décrivant
l'interaction entre deux modes instables.
 la cartographie en fonction de I∗ et de Ar pour le disque mobile infiniment mince.




Instabilités de sillage générées par un
corps axisymétrique solide fixe dans un
écoulement visqueux incident uniforme
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Lorsque les effets inertiels ne sont pas suffisants en regard des effets visqueux, un corps
axisymétrique solide suffisamment aplati (de rapport de forme χ > 1) capable de se mouvoir
dans un fluide au repos à 'l'infini' se déplace dans la direction de son axe de révolution (au
contraire des batonnets allongés qui se déplacent préférentiellement suivant une direction per-
pendiculaire à leur axe de révolution). Le cas de la sphère constitue un cas particulier puisque
le système n'a pas de direction privilégiée. L'approche 'corps fixe' consiste à figer cette di-
rection en plaçant le corps immobile dans un écoulement dont la quantité de mouvement
incidente est colinéaire avec l'axe de révolution du corps. Cela revient donc à inhiber une des
conséquences de l'interaction fluide-solide qui est le déplacement et/ou la rotation de l'objet.
Comparée à l'approche 'corps mobile', le nombre de degrés de libertés du système est diminué.
On souhaite simuler un tel problème physique et effectuer une étude paramétrique, en
fonction du nombre de Reynolds, de l'évolution des instabilités générées dans le sillage de
cylindres solides de rapport de forme χ ∈ [1 : +∞].
Dans le chapitre 2 et dans un premier temps, la formulation mathématique du problème
physique est exposée. Dans un second temps, est présenté le code numérique JADIM déve-
loppé depuis une vingtaine d'années au sein du groupe INTERFACE de l'IMFT. Le champ
d'application de ce code étant vaste, l'accent est ici mis sur les modélisations numériques
nécessaires à la simulation de la physique souhaitée.
Les choix numériques adoptés seront ensuite testés dans le chapitre 3 (convergence en
maillage) et validés par confrontation avec des cas de référence (écoulement axisymétrique
stationnaire principalement). Ces tests sont présentés dans le prochain chapitre. Les derniers
chapitres s'attachent à l'obtention des résultats ainsi qu'à leur interprétation.
Quatre rapports de forme sont étudiés dans le chapitre 4 : χ = (1; 3; 10; +∞). Les résultats
vont être introduits par référence au cas du sillage d'une sphère solide.
Le dernier chapitre de cette partie numéroté 5 tente de rassembler les résultats et de faire




Formulations de l'approche 'corps fixe'
2.1 Modélisation mathématique
Le problème à poser est purement d'origine hydrodynamique si bien que les effets d'ori-
gine thermique ne sont pas pris en compte. Soit un fluide de viscosité dynamique µf et
de masse volumique ρf homogènes spatialement et temporellement (donc de viscosité ciné-
matique constante ν = µf
ρf
) de telle sorte que l'on considère le fluide comme newtonien et
incompressible. Soit un système de forme axisymétrique (cylindrique ou ellipsoïdale), celui-ci
est homogène en masse (ρs = cste) et solide caractérisé par une condition cinématique de
non-glissement. On place l'objet dans un écoulement de fluide uniforme hors de la zone per-
turbée par la résistance à l'avancement générée par l'objet et colinéaire à l'axe de révolution
de l'objet. Ce dernier est supposé fixe dans un référentiel galiléen (figure 2.1).
Le repère orthonormé direct cartésien R dit absolu a pour origine le point noté O. Le
choix numérique est de le confondre avec le centre de masse G de l'objet (i.e. son centre
géométrique C), ~ex est le vecteur unitaire dirigé selon l'axe de révolution de l'objet. Les deux
autres directions (radiales selon l'objet) sont notées ~ey et ~ez. Soit ~Vf (x, y, z, t) et ~Vs(x, y, z, t),
respectivement la vitesse locale du fluide et la vitesse locale du solide à tout instant et P =
Pf (x, y, z, t), la pression locale du fluide :
Les conditions limites et cinématiques associées à l'écoulement de fluide et exprimées dans
le référentiel absolu sont :
 A la surface de l'objet : ~Vf = ~Vs = ~0
 A 'l'infini amont' : ~Vf = V∞. ~ex
Le fluide étant caractérisé comme incompressible et newtonien, les bilans de conservation
de la masse et de la quantité de mouvement du fluide s'écrivent :
∇. ~Vf = 0 (2.1)
∂ ~Vf
∂t
+ ~Vf .~∇ ~Vf = − 1
ρf
~∇P + ν∇2 ~Vf (2.2)
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Fig. 2.1  Repérage schématique de l'objet dans l'espace 3D fluide.
2.2 Modélisation numérique
La modélisation numérique pour l'approche 'corps fixe' doit être capable de résoudre les
équations de Navier-Stokes incompressibles et instationnaires, de manière directe et tridi-
mensionnelle, ceci pour des géométries axisymétriques. Le code JADIM, développé au sein
du groupe INTERFACE depuis une vingtaine d'années dans le cadre de thèses dirigées par
J. Magnaudet (Rivero (1991) ; Blanco Alvarez (1995) ; Calmet (1995) ; Legendre (1996)), est
opérationnel pour cette configuration. Ici sont présentées les grandes lignes du code et hor-
mis quelques nouveaux traitements sur certaines conditions aux limites, plus de détails sont
fournis dans les travaux précédemment cités.
2.2.1 Ecriture générale
Le code, écrit pour un système de coordonnées curvilignes orthogonales, est adapté aux
géométries étudiées ici. Le calcul numérique s'effectue sur les variables primitives vitesse-
pression. Les équations de bilan sous forme conservative (2.1) et (2.2) s'écrivent alors en
notation indicielle (pour des raisons de simplification d'écriture, les variables scalaires et vec-


















Hji (VjVi − τji) +
∑
j
H ij(VjVj − τjj) (2.4)
avec ξi, les éléments de longueur définissant chaque ligne de coordonnées curvilignes ortho-
gonales ; Hji , les termes de courbure locale. Il est défini également un opérateur de divergence


















La formulation du code JADIM est basée sur la méthode des volumes finis. Les équations
(2.3) et (2.4) sont intégrées dans chaque cellule formant le maillage. Soit V , le volume d'une
des cellules et S, la surface fermée de cette cellule. L'équation de conservation de la masse





VjdV = 0 (2.7)





VjnjdS = 0 (2.8)
En ce qui concerne la conservation de la quantité de mouvement (équation 2.4), seul le

































H ij.(VjVj − τjj)dV (2.9)
Les variables primitives vitesse-pression sont ensuite calculées sur différents noeuds de la
cellule (voir figure 2.2). Soit une base (cylindrique la plupart du temps dans cette étude)
curviligne orthogonale (~eu, ~ev, ~ew). La projection de la vitesse selon ~eu est calculée au point de
la figure notée U ; La projection de la vitesse selon ~ev est calculée au point de la figure notée
V ; La projection de la vitesse selon ~ew est calculée au point de la figure notée W ; le noeud
de pression P est au centre de la cellule.
Fig. 2.2  Exemple de maillage décalé.
Ainsi, les volumes et surfaces d'intégration employés sont différents selon chaque projec-
tion. Les cellules générées respectent le fait que les noeuds contenant les vitesses projetées
sont équidistants des noeuds de pression. Ceci permet en outre de conserver un schéma précis




La méthode générale de discrétisation temporelle des équations de Navier-Stokes est une
méthode de type prédiction-correction. Soient (V ni , P
n) les champs de vitesse et de pression
connus à l'instant d'indice ′n′ et satisfaisant les hypothèses physiques énoncées précédemment.
On souhaite faire évoluer ces champs au cours d'un pas de temps ∆t et obtenir les nouvelles
solutions satisfaisant toujours les mêmes hypothèses. La première étape consiste à estimer un
nouveau champ de vitesse (V ∗i , P
n) par avancement en temps des différents termes d'advection
et de diffusion. La seconde étape consiste à corriger, par résolution d'une équation de Poisson,
les champ de vitesse et de pression afin d'obtenir ceux satisfaisant l'incompressibilité du fluide :
(V n+1i , P
n+1).
Etape I : Estimation (V ∗i , P
n)
Pour prédire le champ de vitesse ~V ∗i , on utilise un schéma numérique de type Runge-
Kutta à l'ordre 3 (noté RK3). Dans chacune des projections d'indice i, les différents termes








2.V ki qui est traité de manière semi-implicite par un schéma
de type Crank-Nicolson (à l'intérieur des trois boucles temporelles et intermédiaires de l'al-
gorithme de RK3). En effet, l'utilisation d'un tel schéma permet d'assurer une stabilité in-
conditionnelle liée à ce terme visqueux ; le traitement explicite des autres termes aboutit à
une condition de stabilité temporelle de type Friedrisch-Levy (CFL), modifiée et améliorée
par un facteur
√











2.V ki et soit N(V
k
i ) la fonction
correspondant aux autres termes d'advection-diffusion définie au pas intermédiaire du k du
RK3 ; les pas intermédiaires s'écrivent alors :


















avec (γk; ζk) les coefficients de l'algorithme de RK3 et (αk; βk) les coefficients dédiés au
















;γ2 = 512 ;γ3 =
3
4
ζ1 = 0 ;ζ2 = −1760 ;ζ3 = − 512
Le champ V 3i à l'issue des trois pas de temps intermédiaires (k = 1, 2, 3) du RK3 est le
champ prédit V ∗i ne satisfaisant pas encore l'incompressibilité de l'écoulement.
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Etape II : Correction (V n+1i , P
n+1)
On écrit la variation temporelle de la pression à l'aide d'un potentiel auxiliaire (fonction
calculée en tout point de l'espace) tel que :
Φ∗ =
P n+1 − P n
ρ
(2.11)
En sachant que les champs de vitesse V ni et V
n+1
i sont à divergence nulle, le potentiel












En résolvant l'équation de Poisson sur le potentiel auxiliaire Φ∗ (une décomposition de
type Fourier est utilisée dans la direction azimutale pour conditionner la matrice à inverser
et ainsi diminuer le temps de calcul lors de la résolution directe), on peut alors déterminer les
nouveau champ du nouvel instant d'indice ′n+ 1′ (V n+1i , P
n+1) tel que :






P n+1 = P n + ρ.Φ∗ (2.14)
L'ordre en temps de la méthode générale est alors en O(∆t2).
2.2.4 Conditions aux limites
Condition cinématique et de sortie
Les différentes conditions aux limites du domaine numérique sont illustrées en figure 2.3.
Cette figure présente une coupe d'une géométrie cylindrique contenant l'axe de symétrie ~ex.
La zone 'A' correspond à l'obstacle. On impose, en différents points de sa surface (indice
'obs'), la condition de cinématique de non-glissement :
Vi(xobs, yobs, zobs) = ~Vs.~ei = 0
La zone 'B' est la zone dite en amont de l'obstacle où l'on impose une condition cinématique
de type Dirichlet telle que :
Vi(x∞, y∞, z∞) = ~V∞.~ei
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Du fait de l'emploi d'un maillage décalé, il n'est pas nécessaire de définir une condition
sur la pression puisque définie au centre de chaque cellule où est effectuée la résolution des
équations de conservation (2.8) et (2.9). Il est à noter qu'il faut respecter une certaine dis-
tance entre l'application des conditions en zone 'A' et en zone 'B' pour ne pas créer un effet de
confinement artificiel. En effet, cette étude se consacre aux objets isolés et une imposition trop
proche de la condition cinématique au niveau de la zone 'B' peut aboutir à une influence non
négligeable sur le développement et à la propagation des effets visqueux autour de l'obstacle.
Ce point sera abordé dans le chapitre 3 dédié aux tests de validation.
Fig. 2.3  Schéma descriptif des conditions aux limites.
On s'intéresse ici à un écoulement incident colinéaire à l'axe de révolution du corps. La
zone 'C' (cellules fictives extérieures au domaine de calcul, voir figure 2.3) est la zone pouvant
correspondre au sillage du corps c'est à dire à une zone susceptible de contenir la vorticité
générée au niveau de l'obstacle par l'interaction fluide-solide, ensuite advectée vers l'aval. Il
faut alors appliquer une condition de type 'sortie', suffisamment faible pour 'évacuer' cette
vorticité hors du domaine de calcul mais suffisamment forte pour ne pas déstabiliser la réso-
lution des équations de conservation dans le domaine intérieur (possible remontée d'erreurs
numériques jusqu'à la zone de l'écoulement proche de l'obstacle d'où une perturbation de la
source). Comme pour la zone 'B', il faut choisir une distance respectable entre la sortie et
l'objet solide (se reporter au chapitre 4).
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Après maintes tentatives, le choix s'est porté sur une condition de sortie du type :
3P
∂x2n∂xt




Traitement de l'axe singulier et de l'arête du disque
Il existe deux types de singularité réclamant un traitement spécifique : l'axe de révolution
du corps et l'arête du disque (χ→ +∞). Ces singularités sont illustrées en figure 2.4.
La figure 2.4-a présente une coupe perpendiculaire à l'axe de révolution de la géométrie.
Toutes les cellules de la géométrie sont munies de six faces sauf celles incluant l'axe de révo-
lution qui sont constituées de cinq faces. Le bilan des flux de quantité de mouvement dans
la direction radiale ne tient pas compte justement de la projection radiale de la vitesse au
niveau de l'axe de symétrie. Cette dernière composante de vitesse reste donc indéterminée.
Celle-ci (notée Vn sur la figure 2.4-a) est calculée par extrapolation en utilisant deux points
adjacents (d'indice ′n′ et ′n+ 1′ sur la figure).
De la même manière, il existe une singularité lors de la modélisation numérique du disque
infiniment mince. La figure 2.4-b présente un plan quelconque azimutal de la géométrie cy-
lindrique. Lors du bilan des flux dans la direction radiale (i.e. ~ey sur la figure 2.4-b), il faut
effectuer un traitement spécifique sur le calcul de la contrainte τy au niveau de l'arête du disque
car sa surface latérale est fictive, donc non vue par l'écoulement fluide. Cette contrainte est
alors calculée à la singularité par un schéma décentré utilisant deux points adjacents (d'indice
′j + 1′ et ′j + 2′ sur la figure).
(a) (b)
Fig. 2.4  (a)- Schéma de l'axe singulier ; (b)- Schéma de l'arête du disque.
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Chapitre 3
Validations pour l'approche 'corps fixe'
3.1 Convergence en maillage
La méthode générale consiste à placer le centre géométrique de l'objet axisymétrique à
l'origine du repère R, à générer de petites cellules autour de l'obstacle, à appliquer une raison
géométrique (supérieure à 1 et inférieure à 1.2 pour des questions de stabilité numérique) sur
la taille de ces cellules plus on s'éloigne de l'objet et enfin à estimer la taille suffisante du
domaine de calcul total. La construction du maillage soulève donc différentes questions :
 comment doit être décrite la surface et le pourtour de l'obstacle pour capter les forts
gradients de vitesse ?
 comment doit être décrit le sillage de l'obstacle pour capter l'advection de vorticité
produite à la surface de l'obstacle ?
 à quelle distance doivent être placées les conditions de fermeture du domaine pour limiter
les problèmes de confinement ?
 quel est l'impact des différentes singularités et erreurs numériques associées sur les ca-
ractéristiques globales de l'écoulement ?
Le problème est tridimensionnel et la construction du maillage repose sur une discréti-
sation consistante dans les trois directions de l'espace. Toutes les constructions de maillage
respectent la symétrie axiale des objets axisymétriques (principalement cylindrique) (voir fi-
gure 3.1).
La direction longitudinale est la direction de l'axe de symétrie de la géométrie (~ex) ; la
direction radiale est notée ~er et la direction azimutale, ~eφ. Pour qualifier la finesse du maillage
comme suffisante, on va fixer la discrétisation dans deux directions et modifier la finesse de la
troisième (tentative de découplage). Les contraintes sur l'obstacle sont ensuite étudiées ainsi




Fig. 3.1  Exemple de maillage cylindrique utilisé.
Le premier test s'affranchit de la direction azimutale en simulant un écoulement axisy-
métrique (on pourra écrire ~ey = ~er). Une fois la convergence obtenue dans les directions
longitudinale et radiale, on effectue un second test pour déterminer quel est le nombre suf-
fisant de plans azimutaux en simulant un écoulement tridimensionnel. Dans le même temps,
une attention sera portée à la distance entre les conditions de fermeture du domaine et l'obs-
tacle.
3.1.1 Convergence dans la direction longitudinale
La longueur caractéristique classiquement employée pour capter la 'couche limite' proche
de l'obstacle est en D√
Re
. Ayant des nombres de Reynolds de l'ordre de la centaine, la gamme
de pas en espace pour décrire la surface de l'objet est telle que ∆xobs
D
∈ [0.0005 : 0.05]. L'arête
du disque étant une singularité, nous avons choisi le pas en espace dans la direction radiale




(aucune direction n'est privilégiée
dans le bilan des flux lors du contournement du fluide à cet endroit). Plus on s'éloigne de
l'obstacle, plus le pas en espace augmente en respectant une raison géométrique r telle que
r ∈ [1.075 : 1.175] dans les deux directions. Le test est effectué en résolvant plus ou moins
bien le centre du disque dans la direction radiale (∆yaxe
D
∈ [0.05 : 0.1])). Les conditions de
fermeture du domaine où l'on impose la vitesse de l'écoulement sont distantes d'au moins
15D et la condition de sortie dans le sillage de l'obstacle est distante d'au moins 20D (on
verra dans une section suivante que cette taille de domaine satisfait l'hypothèse de corps isolé).
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3.1. CONVERGENCE EN MAILLAGE
Le test de validation est la simulation d'un écoulement axisymétrique en incidence frontale
par rapport aux surfaces d'un disque infiniment mince à Re = 100.
Numéro maillage ∆xarete/D ∆yarete/D ∆yaxe/D ∆xx=2D/D
1 0,0500 0,0500 0,05 0,10
2 0,0250 0,0250 0,05 0,11
3 0,0125 0,0125 0,05 0,12
4 0,0050 0,0050 0,05 0,12
5 0,0025 0,0025 0,05 0,13
Le tableau ci-dessus récapitule la construction de cinq maillages en fixant la discrétisation
dans la direction radiale au niveau de l'axe de révolution à ∆yaxe = 0, 05D. ∆yaxe = 0, 05D
correspond à une faible résolution. ∆xx=2D/D est le pas moyen en espace au niveau de la
zone de recirculation.
Fig. 3.2  Impact de la résolution longitudinale sur la répartition des contraintes exercées sur
le disque à Re = 100 (écoulement axisymétrique avec ∆yaxe = 0, 050D). S/D est l'abcisse
curviligne définissant la surface de l'objet (point d'arrêt amont ↔ S/D = −0.5 ; arête du
disque ↔ S/D = 0.0 ; point d'arrêt aval ↔ S/D = +0.5)
La figure 3.2 montre les écarts observés entre ces cinq maillages (avec ∆yaxe = 0, 050D)
sur la répartition surfacique de la pression P et des contraintes visqueuses ~τ = ~~σ.~n ((a)-
pression ; (b)- contrainte normale τn = τx ; (c)- contrainte tangentielle τt = τy). Les grandeurs
sont normalisées avec une pression dynamique de référence ρfV 2∞. La position des surfaces
élémentaires délimitant l'obstacle est définie par l'abscisse curviligne S (S/D = −0.5, point
d'arrêt amont ; S/D = 0, arête du disque ; S/D = +0.5, point d'arrêt aval). Les figures 3.2-a
et 3.2-c montrent que pour S/D > 0.05, la résolution ∆xarete = ∆xobs n'a pas d'influence sur
la répartition surfacique de P et τt. Par contre, il y a une dépendance entre cette résolution et
la contrainte visqueuse τn, ∀S. Plus ∆xarete est grand, plus la valeur de la contrainte normale
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augmente localement. Or physiquement, la contrainte normale doit normalement tendre vers
zéro sauf au niveau de la singularité (par contournement).
Quelque soit le champ observé, il y a une dépendance entre la valeur de la contrainte normale
locale et le pas ∆xarete pour S/D < 0.05 (i.e. à l'arête du disque).
Numéro maillage ∆xarete/D ∆yarete/D ∆yaxe/D ∆xx=2D/D
1 0,0400 0,0400 0,01 0,10
2 0,0100 0,0100 0,01 0,11
3 0,0050 0,0050 0,01 0,12
4 0,0010 0,0010 0,01 0,15
5 0,0005 0,0005 0,01 0,20
Le tableau ci-dessus récapitule la construction de cinq nouveaux maillages (∆yaxe =
0.01D).
Fig. 3.3  Impact de la résolution longitudinale sur la répartition des contraintes exercées sur
le disque à Re = 100 (écoulement axisymétrique - ∆yaxe = 0, 01D).
On reprend le test précédent avec cette fois une forte résolution sur la discrétisation dans
la direction radiale au niveau de l'axe de révolution : ∆yaxe = 0, 01D (qui induit une meilleure
résolution de tout l'obstacle). La figure 3.3 montre les écarts observés, pour ces cinq nouveaux
maillages, sur la répartition surfacique de la pression et des contraintes visqueuses ((a)- pres-
sion P ; (b)- contrainte normale τn ; (c)- contrainte tangentielle τt). La répartition surfacique
est toujours fonction de l'abscisse curviligne S (décrite précédemment). Les figures 3.3-a et
3.3-c montrent, comme le test précédent, un bon accord sur la répartition de la pression P
et de la contrainte tangentielle visqueuse τt (Il est à noter que la valeur de la pression doit
tendre physiquement vers −∞ au niveau de l'arête ; or le maillage avec la plus faible résolution
montre un comportement erroné à ce niveau).
La figure 3.3-b montre, au contraire du test précédent, une bonne convergence sur la contrainte
normale pour ∆xarete < 0.01D (tous les maillages sauf le No 1).
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3.1.2 Convergence dans la direction radiale
La méthodologie de convergence dans la direction radiale est similaire à celle de la section
précédente. L'écoulement étudié est toujours en incidence frontale et axisymétrique autour
du disque à Re = 100. Le test est effectué pour deux résolutions longitudinales plus ou moins
fortes (∆xarete/D = (0.02; 0.005)).
Numéro maillage ∆xarete/D ∆yarete/D ∆yaxe/D ∆xx=2D/D
1 0,02 0,0500 0,0500 0,20
2 0,02 0,0250 0,0250 0,20
3 0,02 0,0125 0,0125 0,20
4 0,02 0,0100 0,0100 0,20
5 0,02 0,0050 0,0050 0,20
Le tableau ci-dessus récapitule la construction de cinq maillages (∆xarete = ∆xobs = 0.02D,
résolution dite faible).
Fig. 3.4  Impact de la résolution radiale sur la répartition des contraintes exercées sur le
disque à Re = 100 (écoulement axisymétrique - ∆x = 0, 020D).
La figure 3.4 montre les écarts observés entre ces cinq maillages sur la répartition surfa-
cique de la pression et des contraintes visqueuses ((a)- pression P ; (b)- contrainte normale
τn ; (c)- contrainte tangentielle τt). S est l'abscisse curviligne liée à l'obstacle (décrite précé-
demment). Les figures 3.4-a, 3.4-b et 3.4-c montrent des résultats similaires quelque soit le
maillage. Néanmoins, la nullité de la contrainte τn n'est pas respectée. Ce fait provient de
l'emploi d'un pas en espace insuffisant selon ~ex (∆xaxe = 0, 02D).
Numéro maillage ∆xarete/D ∆yarete/D ∆yaxe/D ∆xx=2D/D
1 0,005 0,010 0,100 0,10
2 0,005 0,005 0,050 0,10
3 0,005 0,001 0,010 0,10
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Le tableau de la page précédente récapitule la construction de trois nouveaux maillages
(∆xaxe = 0.005D).
Fig. 3.5  Impact de la résolution radiale sur la répartition des contraintes exercées sur le
disque à Re = 100 (écoulement axisymétrique - ∆x = 0, 005D).
La figure 3.5 montre les écarts observés pour trois nouveaux maillages (avec ∆xobs =
0, 005D) sur la répartition surfacique de la pression et des contraintes visqueuses. On trouve,
comme pour le test précédent, (∆xobs = 0, 02D) une bonne convergence sur les trois variables
entre les différents maillages mais cette fois-ci (∆xobs = 0, 005D) la nullité de la contrainte
normale τn est respectée. Le même constat est fait en effectuant le test avec un pas en espace
selon ~ex égal ∆xobs = 0, 01D (non illustré).
3.1.3 Convergence dans la direction azimutale
Tant que l'écoulement est axisymétrique, la résolution de la direction azimutale n'influe
pas sur les résultats (se reporter à la section précédente). Les résultats pour un écoulement
axisymétrique résolu de manière bidimensionnelle sont similaires à ceux obtenus par une ré-
solution tridimensionnelle quelque soit le nombre de plans azimutaux.
Le test présenté ici est un écoulement à Re = 200 autour d'un disque. Pour ce nombre de
Reynolds, l'écoulement observé peut-être décrit de manière qualitative (se reporter au cha-
pitre 4 'résultats en corps fixe') comme un régime hydrodynamique où le sillage se caractérise
par des lâchers tourbillonnaires (en anglais, vortex shedding). Ces lâchers tourbillonnaires
induisent une vitesse et des gradients (de vitesse, de pression) dans la direction azimutale
principalement dans le sillage de l'obstacle.
Ce type de sillage applique sur l'obstacle des forces Fi(i = y, z) transverses à l'écoulement
imposé. Le diagramme des efforts transverses Ci(i = y, z) (Ci = Fi1
2
ρfV 2∞Sobs
) illustre un des
impacts de la résolution dans la direction azimutale.
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Fig. 3.6  Impact de la résolution azimutale sur le diagramme des efforts transverses (Cy,Cz)
à Re = 200 (écoulement instationnaire).
La figure 3.6 présente le diagramme pour trois types de résolutions azimutales : 16, 32 et
64 plans azimutaux (notés NK sur la figure). Les efforts montrés sur la figure correspondent
à deux dizaines de lâchers tourbillonnaires, lorsque l'instabilité de sillage est 'quasiment déve-
loppée' (On entend par 'quasiment développée' la phase où l'évolution temporelle n'influe plus
sur les valeurs extrémales des efforts). On constate, pour la plus faible résolution (NK = 16),
une évolution temporelle de la force transverse dans les deux directions ~ey et ~ez avec une am-




z proche de 0.027 ('l' comme lift, transverse
en anglais). Au contraire, les deux résolutions supérieures (NK = 32 et NK = 64) mettent en
évidence une force transverse qui privilégie une seule direction (ici, ~ey). La valeur maximale
du coefficient |Cy| est pour les deux résolutions (NK = 32 et NK = 64) proche de 0.035. Ce
test met en évidence qu'une sous-résolution dans la direction azimutale peut amener d'une
part, à mal estimer les valeurs maximales des efforts exercés sur l'obstacle dans les directions
transverses ; d'autre part, à modifier la symétrie de la solution obtenue (ici, brisure ou main-
tien d'une symétrie plane). Il est à noter que la résolution azimutale faible (NK = 16) a aussi




3.2 Confrontation entre un disque d'épaisseur nulle et un
cylindre épais d'une maille
Jusqu'à présent, les différents tests se sont attachés à décrire l'écoulement autour d'un
disque infiniment mince. On a vu notamment (se reporter aux sections 3.1.1 et 3.1.2) que
la singularité (arête du disque), génère localement des difficultés de modélisation numérique.
Avec un bon choix de maillage, ces erreurs ne viennent pas perturber l'écoulement dans les
régions voisines mais l'on souhaite dans cette partie confronter le cas du disque avec un cy-
lindre d'épaisseur une maille (rapport de forme χ = 400, ∆xobs/D = 0.0025). L'écoulement
est axisymétrique, en incidence frontale, à Re = 100.
Fig. 3.7  Isocontours à Re = 100 pour un disque et un cylindre d'épaisseur une maille
(écoulement axisymétrique) : (a)- pression ; (b)- énergie cinétique ; (c)- vorticité azimutale.
Les figures 3.7 montrent la confrontation d'isocontours obtenus pour un disque χ→∞ et
un disque d'épaisseur 'une maille' ((a)- pression ; (b)- énergie cinétique ; (c)- vorticité azimu-
tale). Ne simulant pas exactement le même cas physique, il n'est pas surprenant d'obtenir des
écarts physiques. D'une manière qualitative, la forme des isocontours des différents champs
est bien respectée en amont de l'obstacle et dans la zone de recirculation (non illustré). Les
figures 3.7 illustrent la région proche de la singularité (visualisation sur un 1
10
ieme de diamètre
autour de l'arête). Les deux simulations montrent des isocontours qui se superposent quasi-
ment (léger écart dans la zone de recirculation). Ce test confirme le bon traitement numérique
de la singularité générée au niveau de l'arête du disque.
3.3 Influence de la taille du domaine
Dans les tests précédents, on a considéré les conditions de fermeture du domaine comme
suffisamment éloignées (> 15D) pour que le confinement, lié à l'imposition de la vitesse en
amont de l'obstacle et sur la surface latérale du domaine fluide cylindrique, soit faible.
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D'autre part il faut que les erreurs numériques, liées à la condition de sortie (> 20D), aient
un impact négligeable sur la nature du sillage (i.e. les efforts exercés par le fluide sur l'obs-
tacle). On souhaite vérifier dans cette section ces hypothèses et déterminer la taille minimale
du domaine fluide nécessaire pour que le corps soit considéré isolé et qu'elle soit suffisante
pour diminuer le temps réel des simulations numériques (i.e. minimum de points discrétisant
la géométrie).
Divers tests ont été effectués sur la distance entre l'obstacle et le bord du domaine. Deux
sont présentés ici : le premier sur la distance séparant l'obstacle des parois où l'on impose la
vitesse de l'écoulement à 'l'infini' ; le deuxième sur la distance entre l'objet et la condition de
sortie traitant l'advection de la vorticité dans le sillage.
3.3.1 Impact des conditions d'entrée
Fig. 3.8  Influence sur le coefficient de traînée de la distance entre l'obstacle et le plan de
fermeture (écoulement axisymétrique - Re = 100).
La figure 3.8 présente l'impact de la distance entre le plan où sont imposées les condi-
tions de fermeture et l'obstacle sur le coefficient de traînée (drag en anglais, Cd = Cx, effort
exercé dans la direction de l'écoulement incident) généré par un écoulement axisymétrique à
Re = 100, en incidence frontale par rapport au disque. La condition en amont de l'obstacle
et sur la surface latérale du domaine est une condition de type Dirichlet.
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La condition en aval est la condition de sortie. En ordonnée est présentée l'erreur sur le
coefficient de traînée en fonction de la valeur de référence donnée par le maillage le plus grand,
valeur de référence elle-même en accord avec celle obtenue expérimentalement par Roos &
Willmarth (1971) (se reporter au chapitre 4 'résultats en corps fixe').
Quelque soit le maillage, chaque direction est discrétisée avec le même nombre de points
et l'obstacle est décrit par les mêmes pas en espace. La distance des conditions de fermeture
est alors dépendante de la raison géométrique r appliquée sur la taille des cellules lors de
l'éloignement de l'objet solide. Le premier défaut de cette confrontation est le risque de sous-
résoudre, avec des valeurs de r trop élevées, la zone de recirculation et d'induire une erreur
sur la force de traînée, non pas due à la distance d'imposition des conditions de fermeture
(souhaitée) mais à cette sous-résolution (non désirée). Le second défaut est la modification
simultanée de l'éloignement des conditions d'entrées et de sorties ; le prochain test découplera
l'impact de ces deux types de conditions.
Connaissant ces défauts, il apparaît que les conditions de type Dirichlet ont un impact
supérieur à 1% sur le coefficient de traînée lorsqu'elles sont distantes de moins de 8D. La
condition de sortie a un impact plus important et il faut au moins 20D pour arriver à une
erreur inférieure à 1%.
Fig. 3.9  Structures tourbillonnaires développées pour un cylindre χ = 3 à Re = 200 (écou-
lement instationnaire).
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3.3.2 Impact de la condition de sortie
Le deuxième test découple l'impact des conditions d'entrée et de sortie pour s'attacher
seulement à l'éloignement de la condition de sortie. Les parois où l'on impose la vitesse
de l'écoulement (~V∞ = V∞ ~ex) sont distantes de 10D avec l'obstacle (respect du précédent
résultat). On commence par générer un maillage dit de référence discrétisant parfaitement
l'obstacle et son sillage sur 12D avec une condition de sortie rejetée à 24D.
L'écoulement simulé est un régime instationnaire à Re = 200 pour un cylindre de rapport
de forme χ = 3 (voir figure 3.9) avec lâchers tourbillonnaires en 'épingles à cheveux' (hairpins
en anglais). Une des possibilités pour caractériser et pour visualiser ces structures est la
détermination en chaque point de calcul du critère λ2 proposé par Jeong et Hussaing (cf.
Jeong & Hussain (1995)). La simulation est effectuée jusqu'à la quasi-saturation de l'instabilité
(amplitudes maximales et minimales des coefficients de traînée et portance constantes au cours
du temps et sur plusieurs oscillations). Ce contexte est alors choisi comme état initial (temps




le maillage de référence et différentes versions tronquées selon ~ex de celui-ci pour rapprocher
la condition de sortie de l'obstacle :18D, 13D, 9D, 6D, 4D (voir figure 3.9).
Fig. 3.10  Isocontours en fonction de l'éloignement de la condition de sortie dans une coupe
axiale à x=3D (sillage d'un cylindre χ = 3 à Re = 200) : (a) pression ; (b) énergie cinétique ;
(c) vorticité longitudinale.
Les figures 3.10 illustrent les isocontours des champs de pression (a), d'énergie cinétique
(b) et de vorticité longitudinale (c). On constate que les isocontours pour les simulations avec
les distances de sortie égales à (18D, 13D, 9D, 6D) sont en bon accord, au contraire de la
simulation avec le maillage tronqué à 4D en aval de l'obstacle. Les figures 3.11 présentent
l'évolution temporelle en fonction de t∗ (a- valeur du pas de temps numérique ; b- efforts
instantané sur l'obstacle). On retrouve l'accord pour les distances (18D, 13D, 9D, 6D). Par
contre, le sillage, dans le cas du maillage tronqué à 4D n'est pas consistant avec celui des
autres simulations. Cet écart pouvait être expliqué (voir figure 3.11-a) par la variation du pas
de temps numérique (d'où à même pas de temps, 10000∆t∗, le temps physique t∗ est modifié)
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mais l'on constate que l'évolution temporelle pour le cas 4D des efforts exercés sur l'obstacle
n'est pas consistante (voir figure 3.11-b) avec les évolutions similaires des autres cas.
Fig. 3.11  Evolution temporelle fonction de la distance de la sortie (sillage d'un cylindre
χ = 3 à Re = 200) : (a) pas de temps numérique ; (b) efforts sur l'obstacle.
Ce test nous donne une bonne assurance quant à la qualité des résultats lorsque la distance
objet-sortie est supérieure à 10D. Ce test qui découple l'influence des conditions d'entrée et
de sortie trouve une distance objet-sortie moins contraignante que celle proposée au test
précédent (20D). Cette différence de résultat met en évidence le défaut de la précédente (se
porter en section précédente).
Il est à noter que la taille des épingles à cheveux dans la direction longitudinale est de
l'ordre de cinq diamètres. Il semblerait que la condition de sortie soit satisfaisante dès lors que
ces structures sont modélisées complètement avant leur 'arrachement' de l'objet (suivi de leur
advection par l'écoulement moyen). D'autre part, le sillage étant bien discrétisé sur plus de
dix diamètres (plus de deux structures) pour les gros maillages, il semblerait que l'interaction
entre les épingles à cheveux advectées joue un rôle négligeable sur les efforts subis par l'objet.
3.4 Le choix adopté
Au cours de la convergence, on a cherché à obtenir des erreurs relatives de l'ordre de 1%
sur les variables étudiées. Le choix adopté est un maillage dont les conditions de fermeture du
domaine sont imposées à des distances de 10D en amont et latéralement et d'environ 15D en
aval. La raison géométrique est bloquée dans le sillage de l'obstacle entre x = 1D et x = 5D
pour bien modéliser la création du tourbillon en épingle à cheveux (∆xsil ≈ 0.1D). L'arête
du disque est décrite par des cellules ∆xsing = ∆ysing = 0.01D. La direction azimutale est
composée de 32 plans. Le nombre de points caractéristique est 100(x)80(r)32(φ).
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Résultats pour l'approche 'corps fixe'
4.1 La référence : le cas de la sphère solide
Pour introduire l'étude des sillages générés derrière des corps cylindriques plus ou moins
aplatis, on propose dans un premier temps de revenir sur le cas de référence des objets 3D axi-
symétriques : la sphère. L'évolution des régimes hydrodynamiques est bien documentée dans
la littérature pour cette géométrie (se reporter au chapitre 1). Sans y apporter de nouvelles
contributions mais en souhaitant étendre ces résultats aux objets cylindriques, nous présentons
dans cette section nos résultats obtenus par la simulation numérique d'écoulements autour
d'une sphère fixe et solide. Cette section nous permet aussi de définir les variables et les
conventions utilisées pour décrire nos résultats.
Notre étude étant dévouée aux objets cylindriques, on ne rentrera pas ici dans les détails
liés à la modélisation numérique du cas à symétrie sphérique. Simplement, la méthodologie
pour traiter ce cas reste similaire à celle adoptée pour les objets cylindriques. Il est à noter
que la sphère constitue un cas particulier pour les objets axisymétriques puisque du fait de la
symétrie sphérique, la direction de l'écoulement amont devient arbitraire.
On se cantonne à la rencontre des premières transitions amenant une évolution dans
la nature du sillage. Les différents régimes hydrodynamiques observés correspondent à des
écoulements, stationnaires ou instationnaires, où l'on peut encore dégager une symétrie.
Ecoulement stationnaire à symétrie axiale
Soit RO, le rayon de la sphère et le nombre de Reynolds Re = 2V∞R0ν ; le diamètre caractéris-
tique des objets cylindriques prochainement étudiés revient à D = 2R0. Pour Re suffisamment
faible, la solution de l'écoulement autour d'une sphère fixe solide est axisymétrique station-
naire. Pour Re < 24 (Taneda (1956),Johnson & Patel (1999)), les lignes de courant épousent
la surface de l'obstacle ; aucun décollement n'est observé (non illustré).
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A cause de l'axisymétrie de la solution, la force exercée par le fluide sur la sphère est
simplement dans la direction de l'écoulement incident (i.e. la traînée).
P/ρV 2∞
ωφR0/V∞
Fig. 4.1  Lignes de courant pour la sphère à Re = 205 : isocontours de pression pour la vue
générale (en haut) et de vorticité azimutale pour le zoom (en bas).
Pour Re > 24, il apparaît un décollement des lignes de courant à la surface de la sphère.
Ce décollement forme une zone de recirculation toroïdale en aval de l'obstacle. La taille
caractéristique de cette zone de recirculation est la longueur de recirculation Lc et correspond
à la distance maximale à l'obstacle où ~V .V∞ ~ex < 0 (négatif dans la recirculation, positif à
l'extérieur). Lc augmente avec Re (cf. Tomboulides & Orzag (2000), Nakamura (2002)). Il est à
noter que la position du point de décollement évolue avec Re mais ce paramètre communément
employé pour décrire les zones de recirculation ne sera pas utilisé ici.
La figure 4.1 illustre la solution axisymétrique pour la sphère à Re = 205. La partie su-
périeure de la figure met en évidence les lignes de courant (Lc ≈ 4R0) et les isocontours de
pression dans un plan azimutal quelconque. On y observe une surpression en amont de l'obs-
tacle et une dépression en aval. En valeur absolue et normée, la valeur maximale de |P |/ρV 2∞
en amont de l'objet est supérieure à celle observée en aval. Ce gradient de pression dans
la direction longitudinale pilote la force de traînée exercée par le fluide sur l'objet (pour des
Re de l'ordre de la centaine, la traînée visqueuse est faible devant la traînée due à la pression).
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Classiquement en aérodynamique, on adimensionne la force exercée par un fluide sur un











avec ~~σ, le tenseur des contraintes visqueuses (σij = 12µ(Vi,j+Vj,i)). Le coefficient de traînée
est noté classiquement Cd. Par identification avec notre repérage, on écrit :
Cx = Cd (4.3)
A Re = 205, le coefficient de traînée de la sphère est Cx ≈ 0.76.
Localement à la surface de l'objet, au niveau du point de décollement, le gradient de pres-
sion s'inverse. Ce gradient de pression inverse est à l'origine de la formation de la structure
tourbillonnaire. La partie inférieure de la figure 4.1 montre les lignes de courant et les isocon-
tours de vorticité azimutale. La vorticité azimutale ainsi que la contrainte pariétale changent
de signe au niveau du point de décollement.
Seule la composante azimutale de la vorticité est non nulle du fait de l'axisymétrie de la
solution. Ce type de régime hydrodynamique est appelé AXIsyme´trique (noté AXI). Pour
des nombres de Reynolds supérieurs, la solution AXI devient une solution instable des équa-
tions de Navier-Stokes.
Ecoulement stationnaire à symétrie plane
Bon nombre d'investigations expérimentales et numériques (Ormières & Provansal (1999b),
Johnson & Patel (1999), Guidersa & Dusek (2000), Tomboulides & Orzag (2000)) montrent
un consensus sur la valeur du nombre de Reynolds critique estimée à Rec1,sph ≈ 210 corres-
pondant à la modification de stabilité de la solution AXI. Nos simulations détectent cette
modification pour Rec1,sph,num ∈ [205 : 210]. D'autre part, par une analyse de stabilité li-
néaire, Natarajan & Acrivos (1993) ont trouvé une bifurcation régulière (de type fourche) liée
à l'instabilité du mode azimutal m = 1 pour Rec1,sph,theo = 210.
En terme de symétrie, cette transition correspond à la perte de l'axisymétrie de la solu-
tion au profit d'une solution stable stationnaire à symétrie plane. Physiquement, la zone de
recirculation toroïdale se déforme dans le sillage proche de l'obstacle. La figure 4.2-a illustre
cette déformation en présentant les lignes de courant et la vorticité azimutale ωφR0/V∞ dans






Fig. 4.2  Simulation de la sphère à Re = 250 : (a)-Isocontours de vorticité azimutale dans
le plan de symétrie ; (b)- Isocontours de vorticité axiale dans une coupe axiale du sillage à
X = 4R0.
La figure 4.2-b est une coupe à X = 4R0 dans le sillage de la sphère à Re = 250 et
met en évidence la présence de deux tourbillons contra-rotatifs longitudinaux (bifid wake
en anglais). L'interaction entre ces deux tourbillons génére sur l'objet une force transverse à
l'écoulement. En aérodynamique, cette force est classiquement dite de portance et sa notation
adimensionnelle est Cl (lift en anglais). Du fait de l'axisymétrie du corps, la direction de la
force de portance est arbitraire. Par convention, on choisit de définir cette direction selon
~ey. D'un point de vue numérique, on injecte une perturbation dans le sillage de l'obstacle
(perturbation de la solution AXI) déterminant la direction de développement de l'instabilité.
Pour étendre l'utilisation de Cl à des solutions qui ne respectent pas de symétrie plane, on







Dans le cas présent (solution à symétrie plane), Cl = Cy. Pour Re = 250, les coefficients
de traînée et de portance sur la sphère sont : Cx ≈ 0.71 et Cy ≈ 0.06.
Il est à noter que seule la direction de l'instabilité est fixée mais pas son sens : si l'on se
réfère au signe de ωxR0/V∞ sur la figure 4.2-b, l'interaction des deux tourbillons génère une
force de portance Fy < 0. Par convention, les coefficients Ci seront toujours positifs dans les
commentaires et les diagrammes.
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(a) (b)
Fig. 4.3  Isosurfaces de vorticité longitudinale ωxR0/V∞ = ±0.1 pour la sphère à Re = 250 :
(a)- vue dans le plan de symétrie ; (b)- vue perpendiculaire au plan.
Les figures 4.3-a et 4.3-b sont des visualisations 3D des isocontours de vorticité longi-
tudinale ωxR0/V∞ = ±0.1 pour une vue face au plan de symétrie (~ex, ~ey) et une vue per-
pendiculaire à ce plan. On retrouve la paire principale de tourbillons contra-rotatifs décrite
précédemment. On constate, aussi, la présence d'une paire secondaire de tourbillons alternés
de taille et d'intensité plus faibles, localisée sur l'extérieur du tore déformé.
Ce type de sillage sera appelé BiFide (noté BF ). Pour des nombres de Reynolds supé-
rieurs, on assiste à l'apparition de l'instationnarité.
Ecoulement instationnaire à symétrie plane
Les investigations expérimentales et numériques de la littérature (Tomboulides & Orzag
(2000), Johnson & Patel (1999), Guidersa & Dusek (2000), Ormières & Provansal (1999b))
montrent un consensus sur la valeur du nombre de Reynolds critique estimé à Rec2,sph ≈ 272
correspondant à la perte de stationnarité de la solution. Nos simulations numériques four-
nissent une valeur de cette transition Rec2,sph,num ∈ [260 : 275]. D'autre part, par une analyse
de stabilité linéaire, Natarajan & Acrivos (1993) ont trouvé une bifurcation de Hopf liée à
l'instabilité du mode azimutal m = ±1 pour Rec2,sph = 277.5.
En terme de symétrie, Rec2,sph équivaut à une brisure de la symétrie temporelle. Physique-
ment, le tore ne conserve plus une forme constante dans le temps et on assiste à des lâchers
de structures tourbillonnaires périodiques. Plus récemment, Gumowski et al. (2008) ont mis
en évidence expérimentalement l'existence proche du seuil de déformations temporelles de la




Fig. 4.4  Isosurfaces de vorticité longitudinale ωxR0/V∞ = ±0.1 pour la sphère à Re = 305 :
(a)- vue dans le plan de symétrie ; (b)- vue perpendiculaire au plan.
Les figures 4.4-a et 4.4-b présentent une visualisation 3D des lâchers tourbillonnaires alter-
nés générés à Re = 305 pour deux vues perpendiculaires. La forme des structures tourbillon-
naires est en épingle à cheveux. La taille caractéristique de ces structures dans la direction
longitudinale est de l'ordre de 10R0.
D'une manière qualitative pour décrire l'évolution temporelle des lâchers, on assiste au
développement en taille et en intensité de la paire secondaire extérieure. La paire se déplace
au centre de la 'zone de recirculation' et chasse la paire principale. L'ex-paire principale est
arrachée et advectée par l'écoulement moyen sous la forme d'une épingle à cheveux. Dans le
même temps, il se reforme une paire secondaire extérieure et ainsi de suite...
On définit classiquement un nombre adimensionnel dit de Strouhal pour caractériser la
fréquence des lâchers tourbillonnaires, basé sur la période d'une variable caractérisant la








Le nombre de Strouhal proche du seuil de transition pour la sphère est Stsph ≈ 0.133.
Dans la gamme de Re où persiste ce type de régime hydrodynamique, on constate une faible
augmentation de St avec Re. Cela est consistant avec la littérature (pour Re = 300, Stsph ∈
[0.14 : 0.16]).
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(a) (b)
Fig. 4.5  Diagramme des efforts (Cx,Cy) pour la sphère : (a)- Re = 305 ;(b)- Re = 320.
La figure 4.5-a présente le diagramme des efforts (Cx, Cy) pour la sphère à Re = 305.
Ce diagramme correspond à l'évolution temporelle d'une dizaine de détachements tourbillon-
naires lorsque l'instabilité est pleinement développée (i.e. saturée). L'attracteur dans l'espace
(Cx, Cy) est une simple boucle : un cycle sur la force de portance correspond à un cycle sur la
force de traînée. Autrement dit, une redéfinition de St avec la période d'une variable caracté-
risant la direction ~ex n'en modifierait pas la valeur numérique. Les coefficients de traînée et
de portance ont une valeur moyenne non nulle (notation : C˜i est la valeur moyenne de Ci et
∆Ci, l'écart maximal à la moyenne) :
Ci = C˜i + ∆Ci
A Re = 305, Cx ≈ 0.66 ± 0.004 et Cy ≈ 0.07 ± 0.012. C˜x diminue sensiblement avec Re.
Au contraire C˜y, ∆Cx et ∆Cy augmentent avec Re.
Au cours d'un cycle, on assiste à deux détachements tourbillonnaires, générant deux
épingles à cheveux. La non-nullité de C˜y met en évidence que ces deux épingles ne sont
pas identiques (plus exactement anti-symétriques) en terme de forme et d'intensité. Com-
ment nommer ce régime ?
Les allées de Von-Karman générées dans le sillage d'un cylindre 2D∞ (se reporter au
chapitre 1 'introduction') constituent un exemple où les structures alternées sont identiques
(anti-symétriques avec C˜y = 0).
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Un autre exemple de structures identiquement alternées existe pour les oscillations auto-
entretenues des cylindres mobiles étudiés par Fernandes et al. (se reporter au chapitre 8
'résultats en corps mobile'). Le régime hydrodynamique lié aux oscillations auto-entretenues
a été surnommé régime Zig − Zag (noté ZZ). En égard à cette dernière référence où les
structures tourbillonnaires sont identiquement alternées, nous appelons le régime actuellement
décrit (structures non identiquement alternées au cours d'une période) Zig − zig (noté Zz).
Ecoulement instationnaire modulé à symétrie plane
Au delà de Rec3,sph,num ≈ 315, on constate l'apparition d'une seconde fréquence. Cette
modification de l'évolution temporelle du sillage n'a pas influé sur la symétrie spatiale de
la solution : ce nouveau régime conserve le plan de symétrie. La figure 4.5-b présente le dia-
grammme des efforts (Cx, Cy) pour la sphère à Re = 320 lorsque l'instabilité est quasi-saturée.
L'attracteur dans l'espace (Cx, Cy) devient compliqué.
La valeur de la nouvelle fréquence est proche du tiers de la fréquence principale (varia-
tion du rapport des deux fréquences avec l'écart au seuil). Si on assimile chacune de ces
deux fréquences à un mode instationnaire, comment définir St ? On définit, par convention, le
nombre de Strouhal St en fonction du mode dominant (i.e. la fréquence amenant la plus forte
amplitude) et StZz′,sph ≈ 0.13. Un 'accrochage' des fréquences est envisagé pour Re ≈ 330
(résonance 1 : 3).
Du fait du développement fréquentiel, on nomme ce type de solution comme étant un
régime Zig − zig′ (noté Zz′). D'une manière générale, on fait intervenir dans ce document
l'indice ′ lorsque les signaux traités sont modulés par au minimum deux fréquences.
Suite du scénario des bifurcations
Pour terminer, il semble que la symétrie plane soit brisée pour un Rec4,sph,num ∈ [340; 350]
(non illustré). La force transverse balaye de manière chaotique une partie de l'espace (~ey, ~ez).
Près de la transition, la fréquence secondaire est proche du quart de la fréquence principale.
Les incertitudes sur la caractérisation des régimes hydrodynamiques correspondants font que
nous adoptons une convention évasive telle que : lorsque la symétrie plane est rompue et lors-
qu'il devient difficile de dégager des fréquences dominantes, les régimes correspondants sont
classés dans la catégorie des instabilités pleinement tridimensionnelles et chaotiques (notée
3D/KO).
Le consensus sur la valeur de Rec4,sph dans les références bibliographiques n'est pas évident.
Tomboulides & Orzag (2000) trouvent des solutions numériques à symétrie plane pour des
Rec4,sph < 450. Mittal (1998) détecte numériquement la perte de symétrie pour Rec4,sph ∈
[350; 375]. Sakamoto & Haniu (1990) conservent expérimentalement la symétrie pourRec4,sph <
420. Nos simulations semblent en bonne adéquation avec celles de Mittal (1998).
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4.2 Le cylindre épais χ = 1
On présente les simulations numériques des écoulements autour d'un cylindre épais de
rapport de forme χ = 1 pour Re < 500. Quatre bifurcations successives sont mises en évidence.
Ces transitions amènent à l'observation de quatre régimes hydrodynamique : AXI, BF , Zz et
Zz′. Le pas moyen en nombre de Reynolds utilisé pour cette étude paramétrique est ∆Re = 10.
La sphère possède un rapport de forme unitaire. Un fort rapprochement est ici fait entre le
scénario des bifurcations du cylindre χ = 1 et celui de la sphère.
4.2.1 Ecoulement stationnaire à symétrie axiale
La solution AXI est solution des équations de Navier-Stokes. Cette solution est stable pour
des Re suffisamment faibles. Pour Re < Relc,χ=1 ≈ 2.25, aucun décollement n'est observé à
la surface de l'objet (se reporter à l'annexe 'apparition du tourbillon toroïdal'). Pour Re >
Relc,χ=1, le sillage du cylindre χ = 1 présente la zone de recirculation toroïdale classique. La
figure 4.6 représente les lignes de courant de la solution AXI obtenue pour le cylindre χ = 1
à Re = 200 : la partie supérieure montre les isocontours de pression ; la partie inférieure, les
isocontours de vorticité azimutale proche de l'obstacle.
P/ρV 2∞
ωφD/V∞
Fig. 4.6  Lignes de courant pour le cylindre χ = 1 à Re = 200 : isocontours de pression pour
la vue générale (en haut) et de vorticité azimutale pour le zoom (en bas).
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Définie par rapport au point d'arrêt aval, la valeur de la longueur de recirculation pour le
cylindre χ = 1 à Re = 200 est Lc ≈ 1.5D. Cette valeur de Lc est proche de celle observée pour
la sphère pour une valeur de Re similaire (Lcsph ≈ 3R0 à Re = 205, voir figure 4.1). La valeur
du coefficient de traînée pour le cylindre χ = 1 à Re = 200 est Cx ≈ 0.95 (Cxsph ≈ 0.76 à
Re = 205).
La simulation du cylindre χ = 1 à Re = 200 ne présente aucun décollement au niveau du
coin amont (−X = Y = 0.5D) ainsi que sur la surface latérale ; un seul point de décollement
existe et est situé au niveau du coin aval de l'objet (X = Y = 0.5D). Il est associé à un point
de recollement situé au point d'arrêt aval.
(a) (b)
Fig. 4.7  Solutions axisymétriques pour le cylindre χ = 1 fonction de Re :(a)- longueur de
recirculation Lc et décollement latéral L′c ; (b)- coefficient de traînée Cx.
La figure 4.7-a présente le coefficient de traînée en fonction du nombre de Reynolds pour
les solutions AXI. Cx présente une évolution monotone décroissante de Re pour Re < 400
(comme pour la sphère). La figure 4.7-b présente la longueur de recirculation en fonction
du nombre de Reynolds pour les solutions AXI. Lc est une fonction croissante de Re pour
Re < 400 (voir aussi figures 4.8), à première vue monotone comme pour la sphère avec
dLc
dRe
> 0, ∀Re < 400. Re ≈ 405 met en évidence une discontinuité à la fois sur Cx et sur Lc.
Du fait des deux coins de la géométrie cylindrique, pour Re > 205, le décollement a un
comportement différent de celui de la sphère. Dans le cas de la sphère et en solution AXI,
on a toujours un seul point de décollement dont la position varie sensiblement avec Re et un
point de recollement situé au point d'arrêt aval.
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Dans le cas du cylindre χ = 1, le décollement est plus compliqué :
 pour Re < 205, on a comme dans le cas de la sphère un point de décollement et un point
de recollement. Ce comportement est noté "I" sur les graphes 4.7 (voir aussi figure 4.6).
 il apparaît pour Re ≈ 205 un nouveau point de décollement au coin amont (−X = Y =
0.5D), lui-même associé à un nouveau point de recollement sur la surface latérale du
cylindre. La distance entre ces deux nouveaux points correspond à la taille caractéris-
tique d'une nouvelle recirculation plaquée sur la surface latérale du cylindre ; on note
cette distance L′c. Le comportement est noté "II" sur le graphe 4.7. Ce comportement
existe jusqu'à ce que L′c ≈ D, pour Re ≈ 380 (voir figure 4.8-a).
 lorsque L′c ≈ D, autrement dit, lorsque le nouveau point de recollement 'fusionne' avec
le point de décollement du coin aval, il n'existe plus qu'un point de décollement situé
au coin amont (−X = Y = 0.5D) et un point de recollement toujours au point d'arrêt
aval (voir figure 4.8-b).
 pour Re ≈ 405, on assiste à un nouveau décollement au coin aval (X = Y = 0.5D) (as-
socié à un nouveau recollement sur la surface latérale). La distance entre le décollement
du coin amont (−X = Y = 0.5D) et ce nouveau point de recollement définit toujours
L′c. Ce décollement génère un nouvel anneau de vorticité de signe opposé à la vorticité
de la recirculation toroïdale classique. Le comportement est noté "III" sur le graphe 4.7
(voir figures 4.8-c).
Pour Re > 405, cet anneau de vorticité explique la diminution de la longueur de recir-
culation L′c liée à la surface latérale de par sa définition. Pour cette gamme de Re, D − L′c
équivaut à la taille caractéristique dans la direction longitudinale de cet anneau de vorticité.
L'apparition de cet anneau de vorticité semble lié directement à la discontinuité sur Lc et Cx
à Re ≈ 400 (voir figure 4.7).
Il est à noter que ce régime original n'a pas fait l'objet d'investigations intenses et méri-
terait un approfondissement du travail (i.e. discrétisation spatiale des coins).
D'autre part, jusqu'à présent, nous avons écarté volontairement la discussion sur la stabilité












Fig. 4.8  Solutions AXI (χ = 1) : (a)- Re = 300 ; (b)- Re = 400 ; (c)- Re = 500.
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4.2.2 Ecoulement stationnaire à symétrie plane
La solution AXI est solution instable des équations de Navier-Stokes pourRe > Rec1,χ=1 ≈
278 (valeur obtenue par exploitation des taux de croissance dans la partie linéaire du déve-
loppement de l'instabilité autour de la bifurcation). Le nombre de Reynolds critique Rec1,χ=1
correspond à l'apparition des filaments tourbillonnaires longitudinaux et à la conservation du
comportement stationnaire de l'écoulement. Ce régime dit BiFide (BF ) a été trouvé et décrit
pour tout rapport de forme χ > 1. La valeur du seuil Rec1,χ=1 est supérieure aux valeurs trou-
vées Rec1,χ>1. La sphère, de rapport de forme unitaire, a une valeur Rec1,sph < Rec1,χ=1. En
régime AXI, on a constaté la présence d'un décollement secondaire au niveau de la surface





Fig. 4.9  Solution BF pour χ = 1 à Re = 290 : (a)- isocontours de vorticité azimutale dans
le plan de symétrie ; (b)- isocontours de vorticité axiale dans une coupe axiale du sillage à
x = 1.5D.
La figure 4.9-a est une coupe dans le plan de symétrie (~ex, ~ey) et décrit les lignes de courant
et les isocontours de vorticité perpendiculaire ωzD/V∞ à Re = 290. Les caractéristiques
globales de ce régime BF sont similaires avec les régimes BF observés derrière les autres
objets cylindriques. Un fait différencie ce cas des autres : pour tous les objets axisymétriques
étudiés ici, la force de portance a toujours un signe opposé à celui du moment associé ; dans
le cas du cylindre χ = 1, force de portance et moment associé ont même signe (les figures 4.9





Fig. 4.10  Isosurfaces de vorticité longitudinale ωxD/V∞ = ±0.1 pour le cylindre épais à
Re = 290 : (a)- vue dans le plan de symétrie ; (b)- vue perpendiculaire.
Les figures 4.10-a et 4.10-b sont des visualisations 3D des isosurfaces ωxD/V∞ = +/− 0.1
dans le plan ou perpendiculaire au plan (~ex, ~ey). La paire principale de tourbillons longitudi-
naux est visible ainsi que la paire secondaire en aval proche de l'obstacle.
4.2.3 Ecoulement instationnaire à symétrie plane
Le comportement de la solution devient instationnaire pour Re > Rec2,χ=1 ≈ 355. Les
figures 4.11-a et 4.11-b donnent une visualisation 3D des lâchers tourbillonnaires alternés et
générés derrière le cylindre χ = 1 à Re = 380. Pour ce dernier Re, le nombre de Strouhal
est Stχ=1 ≈ 0.118. Dans la gamme de Re où persiste ce type de régime hydrodynamique, on
constate une faible variation du St.
La figure 4.12-a présente le diagramme de phase (Cx, Cy) pour le cylindre χ = 1 à Re = 380
lorsque l'instabilité est pleinement développée (i.e. saturation de l'instabilité). La moyenne
temporelle C˜y du coefficient de portance est non nulle. Le plan de symétrie (~ex, ~ey) est toujours
respecté : ce régime hydrodynamique est le régime Zig − zig.
L'attracteur dans l'espace (Cx, Cy) est une simple boucle et l'on peut alors caractériser le
nombre de Strouhal sur la période de la force de traînée sans en modifier la valeur numérique
(fx = fy).
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(a) (b)
Fig. 4.11  Isosurfaces de vorticité longitudinale ωxD/V∞ = ±0.25 pour le cylindre χ = 1 à
Re = 380 : (a)- vue dans le plan de symétrie ; (b)- vue perpendiculaire.
4.2.4 Ecoulement instationnaire modulé à symétrie plane
La figure 4.12-b présente le diagramme de phase entre le coefficient de traînée et le co-
efficient de portance pour le cylindre χ = 1 à Re = 400 lorsque l'instabilité est pleine-
ment développée. L'évolution temporelle (Cx, Cy) devient compliquée du fait de l'apparition
d'une fréquence secondaire avec une valeur proche du tiers de la fréquence principale (même
constat pour la sphère à Resph ≈ 330). Le seuil d'apparition de cette deuxième fréquence est
Rec3,χ=1 ≈ 395. Ce type de solution conserve le plan de symétrie et correspond donc à un
régime Zig − zig′.
4.2.5 Vers les régimes chaotiques
A partir de Rec4,χ=1 ≈ 420, la symétrie plane semble brisée. Elle est clairement brisée à
partir de Re > 450 (voir figures 4.13) où le signal Cl montre encore une direction privilégiée
par l'instabilité (l'attracteur ne balaye pas tout l'espace (Cy, Cz) de manière aléatoire). Ce
type de solution est tout de même classé dans la catégorie 3D/KO. Suffisamment près de la
transition, la fréquence qui était dite secondaire en régime Zig − zig′ devient principale en
régime 3D/KO (St3D/KO,χ=1 ≈ 0.03 avec une fréquence secondaire proche de 4St3D/KO,χ=1).
Ce constat constitue une différence avec le cas de la sphère (St3D/KO,sph ≈ 0.14 avec une






Fig. 4.12  Diagramme des efforts (Cx, Cy) pour le cylindre χ = 1 : (a)- Re = 380 ; (b)-
Re = 400.
(a) (b)
Fig. 4.13  Diagramme pour χ = 1 à Re = 460 : (a)- (Cx, Cl) ; (b)- (Cy, Cz).
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4.2.6 Scénario des transitions
Le graphe 4.14-a présente l'évolution du coefficient de traînée avec Re et le graphe 4.14-b
l'évolution du coefficient de portance avec Re, pour le cylindre χ = 1. Dès l'existence de
régimes instationnaires, les graphes présentent les extrema des efforts.
(a) (b)
Fig. 4.14  Diagramme des efforts sur le cylindre χ = 1 fonction de Re : (a)- coefficient de
traînée Cx ; (b)- coefficient de portance Cy.
Le coefficient de traînée moyen C˜x des régimes BF , Zz et Zz′ augmente avec Re ; A même
Re, il est supérieur à celui observé pour les solutions AXI (se reporter à la section précédente).
En régime instationnaire Zz et Zz′, l'amplitude des efforts ∆Cx et ∆Cy augmente avec Re.
Le coefficient de portance moyen C˜y augmente avec Re en régime BF et est quasi-constant
en régime Zz et Zz′.
Le scénario des bifurcations pour le cylindre χ = 1 est similaire au scénario observé derrière
la sphère et s'écrit :
AXI <=> BF <=> Zz <=> Zz′
Les trois transitions sont relatives à des bifurcations supercritiques. AXI <=> BF cor-
respond à une bifurcation de type fourche. Les transitions BF <=> Zz et Zz <=> Zz′,
respectivement secondaire et tertiaire, sont des bifurcations de type Hopf.
D'autre part, le rapport entre les seuils de transitions de la sphère et du cylindre χ = 1
est quasi-constant, Reci,sph
Reci,χ=1
≈ cste avec i = (1, 2, 3, 4) :
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corps Rec1 Rec2 Rec3 Rec4
sphere 210 272 315 340
χ = 1 278 355 395 420
Reci,sph
Reci,χ=1
0.76 0.77 0.80 0.81
Cette quasi-constance amène à une redéfinition du nombre de Reynolds, indépendant de
la forme de l'objet. Soit le 1/2 périmètre (noté Per) du corps dans le plan (~ex, ~ey) :
pour les cylindres : Per = D +H = D(1 + χ−1)
pour la sphère : Per = D(pi2 )
Dans le cas des rapports de forme unitaire, on a : Persph
Perχ=1
≈ 0.79. On propose un nombre



















Le nombre de Reynolds classique est le rapport entre un temps caractéristique inertiel
ti =
D
V∞ et un temps caractéristique visqueux tν =
D2
ν
. Reper correspond à un nombre de
Reynolds dont ti utilise comme longueur caractéristique le périmètre de l'objet et non pas le
diamètre.
Reci,per sphère χ = 1 écart relatif
Rec1,per 134 139 3.7%
Rec2,per 173 177 2.3%
Rec3,per 200 198 1.0%
Rec4,per 216 220 1.9%
Fernandes et al. (2005) ont proposé la relation Reci,χ = Reci,∞(1 + χ−1) qui permet,
pour les objets cylindriques χ > 2, l'obtention d'un nombre de Reynolds indépendant de χ.
L'utilisation de Reper est en accord avec cette dernière relation.
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4.3 Le cylindre peu aplati : χ = 3
Cette section présente les résultats obtenus pour le cylindre χ = 3. L'investigation nu-
mérique de ce cas a été profonde (∆Re = 1 dans les gammes de Re où les transitions sont
rapprochées). Ce cas a fait l'objet d'un article paru dans 'Theoritical and Computational Fluid
Dynamics' (se reporter à l'annexe 'Publications'). Le scénario de transition débute pour le
cylindre peu aplati χ = 3 comme pour le cylindre épais χ = 1 (i.e. la sphère). A partir de
la troisième transition (Zz <=> Zz′ pour χ = 1 et la sphère), le cylindre χ = 3 va montrer
un scénario différent et la présence de nouveaux régimes hydrodynamiques non observés jus-
qu'à présent. La plage étudiée de Re est [100 : 300], la borne supérieure correspondant à des
régimes chaotiques.
4.3.1 Deux premières transitions similaires au cas χ = 1
On retrouve, pour le cylindre χ = 3 et ∀Re, une solution des équations de Navier-Stokes,
axisymétrique et stationnaire (régime AXI). Le sillage du corps a une forme toroïdale dont
le point de recollement est sur l'axe de révolution du corps.
(a) (b)
Fig. 4.15  Solutions axisymétriques pour le cylindre χ = 3 fonction de Re : (a)- coefficient
de traînée Cx ;(b)- longueur de recirculation Lc et décollement latéral L′c.
Le graphe 4.15-a présente l'évolution monotone et décroissante du coefficient de traînée
Cx avec Re. Le graphe 4.15-b présente l'évolution monotone et croissante de la longueur de
recirculation Lc avec Re. L′c est la grandeur définissant le décollement au niveau de la surface




= (xca−xd), avec xca = D2 χ−1 l'abscisse du coin aval et xd la position du












Fig. 4.16  Lignes de courant des régimes AXI pour χ = 3 avec les isocontours de pression
(haut) et de vorticité azimutale (bas) : (a)- Re = 150 ; (b)- Re = 225 ; (c)- Re = 300.
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La figure 4.16 illustre ce type d'écoulements pour Re = (150, 225, 300). La nature de la
recirculation lors de son apparition et de son évolution avec Re est différente du cas χ = 1.
En effet, pour le cylindre χ = 3, la structure tourbillonnaire localisée au niveau de la surface
latérale ne tire par son origine du coin amont du cylindre mais c'est la ligne de décollement du
tourbillon toroïdal qui n'est pas invariablement liée avec le coin aval : la ligne de décollement
se détache du coin aval pour remonter à 'contre-courant' avec Re (le décollement au niveau de
la surface latérale pour le cylindre χ = 1 apparait au coin amont, se reporter à la section 4.2.1).
Le régime Axisyme´trique (AXI) devient instable à partir de Rec1,χ=3 ≈ 160 au profit
du régime BiFide (BF ). La structure du sillage est similaire à celles observées pour le cy-
lindre χ = 1 avec un tore déformé, la présence de tourbillons longitudinaux contrarotatifs
et la conservation d'une symétrie de réflexion. La figure 4.17 présente une visualisation des
structures tourbillonnaires à Re = 170 générées dans le sillage d'un cylindre χ = 3 (dans le
plan de symétrie (0, ~ex, ~ey) et son plan perpendiculaire (0, ~ex, ~ez)). Le critère pour détecter
ces structures est le critère λ2 de Jeong & Hussain (1995). De manière rapide, le calcul de λ2
est basé sur la localisation d'un minimum de pression lié à deux valeurs propres négatives de




Fig. 4.17  Critère λ2 pour χ = 3 à Re = 170 (BF ) : (a)- coupe XY ; (b)- coupe XZ.
La figure 4.17-b montre la symétrie de réflexion du régime BF et la présence des deux
filaments. Ces filaments ne sont pas visibles sur la figure 4.18-a car ils sont situés de part et
d'autre du plan de visualisation ; on constate la déformation du tore qui est à l'origine de la





Fig. 4.18  Contraintes pour χ = 3 à Re = 170 (BF ) : (a)- pression selon ~ex ; (b)- visqueuse
selon ~ey.
Une autre possibilité pour visualiser le régime BF est d'examiner les contraintes exercées
à la surface du corps. La figure 4.18-a montre la contrainte de pression et la figure 4.18-b
la contrainte visqueuse tangentielle exercées sur les surfaces en amont et en aval du cylindre
χ = 3 à Re = 170. Les efforts sur la surface en amont conservent une 'quasi-axisymétrie', au
contraire de ceux sur la surface en aval. Le point d'arrêt amont est quasiment sur l'axe de
révolution du corps au contraire du point d'arrêt aval décentré selon ~ey. Il est à noter que
le maximum de |P |/ρV 2∞ (sur chaque face) a la même localisation que le minimum de |τt|D/V∞.
−λ2 −λ2
(a) (b)
Fig. 4.19  Critère λ2, cylindre χ = 3 à Re = 182 : (a)- coupe XY ; (b)- coupe XZ.
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L'instationnarité apparaît pour Rec2,χ=3 ≈ 180. Le régime hydrodynamique est similaire
au régime Zz observé pour le cylindre χ = 1. La figure 4.19 en montre une visualisation à
l'aide du critère λ2 pour le cylindre χ = 3 à Re = 182. A Re = 182, les oscillations sont de
faible amplitude et la différence avec le régime BF sur cette illustration est minime (Re = 182
est proche de la valeur critique Rec2,χ=3). La figure 4.20-a montre une estimation spectrale
basée sur une gamme de fréquences adimensionnées par V∞
D
(adimensionnement utilisé pour
définir le nombre de Strouhal). St est caractérisé par l'abscisse du pic dominant (i.e. fréquence
dominante). Il conviendra aussi et toujours de caractériser le nombre de Strouhal en fonction
de la direction transverse privilégiée par le développement de l'instationnarité. L'amplitude
associée à chaque fréquence est notée Ei et est relative aux signaux donnés par l'évolution
temporelle discrète des forces Fi (de forme dimensionnelle) du fluide sur l'obstacle. L'indice
'i' de l'estimateur est relatif à la direction d'intégration (de bornes dépendantes de la période











Fig. 4.20  Régime Zz, cylindre χ = 3 à Re = 182 : (a)- estimateur spectral ; (b)- diagramme
des forces (Cx, Cy).
La figure 4.20-a montre l'estimation spectrale du mode Zz selon ~ex et ~ey. Dans le cas
présent, du fait de C˜y 6= 0, la période d'évolution dans la direction ~ey (caractérisant St ≈
0.109) est égale à la période d'évolution dans la direction ~ex. Cette égalité se retrouve sur le
diagramme des efforts (Cx, Cy) de la figure 4.20-b (attracteur de forme bouclée). C˜y = 0.065
et ∆Cy = 0.004 (Cy = C˜y + ∆Cy).
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4.3.2 Troisième transition différente du cas χ = 1
Au contraire du cylindre χ = 1 pour lequel la transition est Zz <=> Zz′ (Zz′ étant un
régime instationnaire avec C˜y 6= 0, symétrique par réflexion et modulé par au moins deux
fréquences), le sillage du cylindre χ = 3 présente, pour Re > Rec3,χ=3 ≈ 185, la brisure de la
symétrie de réflexion.
Il est à noter que le faible écart existant entre Rec2,χ=3 et Rec3,χ=3 explique les faibles
amplitudes de ∆Cy observées précédemment.
(a) (b)
Fig. 4.21  Visualisation du sillage lors du régime KK : Critère λ2 = 0.1 (isocontours
|ωx|D/V∞ = 0.1) : (a)- vue XY ; (b) vue XZ.
Les figures 4.21-a et 4.21-b sont des illustrations du sillage, sous deux angles différents,
lorsque ce régime original est développé. On constate la brisure de la symétrie plane : les
tourbillons longitudinaux s'enroulent sur eux-mêmes. La taille caractéristique des épingles à
cheveux est d'environ 6D dans la direction longitudinale. L'originalité de ce régime a amené
un test en maillage poussé (se reporter à la section 3.3.2) avec la construction d'un nouveau
maillage avec un plus grand domaine et une finesse accrue dans toutes les régions (nécessité
du calcul parallèle sur deux et quatre processeurs effectué sur la machine SOLEIL ALTIX du
CICT) : le régime est toujours observé.
La planche 4.22 présente les différents diagrammes des efforts et moments exercés sur le
cylindre lorsque ce régime original est pleinement développé. Malgré la brisure de la symétrie
plane, on constate qu'il y règne un certain ordre !
En régime Zz, l'attracteur dans l'espace (Cx, Cy) est une simple boucle (se reporter au
paragraphe précédent). La figure 4.22-b est le diagramme (Cx, Cy) pour le nouveau régime :
l'attracteur est qualitativement une 'boucle' (liée à la fréquence principale) modulée par la
présence d'une seconde et basse fréquence développée (majoritairement dans la direction ~ez).
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(a) (b) (c)
(d) (e) (f )
Fig. 4.22  Diagrammes des efforts relatif au régime KK : (a,b,c)- forces ; (d,e,f)- moments.
Si l'on observe maintenant la figure 4.22-c relative à l'espace (Cy, Cz), on constate que
la direction privilégiée par l'instabilité reste en moyenne la direction ~ey ; mais au cours d'un
cycle lié à la basse fréquence, la direction privilégiée oscille autour de ~ey. Ce régime peut-être
vu comme un régime Zz couplé à une pulsation faisant osciller le plan de symétrie dans la
direction azimutale.
L'oscillation de la direction transverse est importante et amène les variations de la force
transverse à être les plus importantes selon ~ez. La direction ~ez est retenue pour la carac-
térisation de St. La fréquence secondaire fs est bien plus faible que la fréquence principale
fp (et relative à St). Le rapport entre ces deux fréquences évolue fortement avec Re : Pour
Re ∈ [185 : 190], fpfs ∈ [48 : 96]. La valeur de St n'évolue pas dans ce régime (St ≈ 0.109).
Du fait du diagramme des efforts basé sur les forces transverses, ce régime est nommé
Knit−Knot (pelote en anglais) et noté KK. Pour le cylindre χ = 3, le régime KK disparaît
à Rec4,χ=3 ≈ 190. Le régime Knit−Knot (KK) est une instabilité que l'on peut qualifier de
pleinement tridimensionnelle (la force transverse balaye l'espace transverse). Mais du fait de
l'ordre qui y règne, le terme d'instabilité 3D est réservé aux régimes où il devient impossible
de dégager cet 'ordre'.
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4.3.3 Deux nouveaux régimes périodiques
Pour Re > Rec4,χ=3, la pulsation liée à la basse fréquence disparaît et le régime redevient
purement périodique. Le sillage montre des structures tourbillonnaires en épingle à cheveux
(illustration en figures 4.23-a et 4.23-b pour Re = 195) qui se détachent de l'obstacle de part
et d'autre d'un plan moyen (~ex, ~ey). De la forme prise par les tourbillons longitudinaux, ce
régime est nommé Y in− Y ang et noté Y Y .
Le diagramme des efforts transverses (voir figure 4.23-c) montre C˜y 6= 0 et ∆Cy → 0 ; les
variations de la force transverse se font majoritairement et perpendiculairement à la direc-
tion privilégiée par l'instabilité autour d'une valeur moyenne nulle (C˜z = 0 et ∆Cz 6= 0). La
fréquence principale n'est pas modifiée par la transition KK <=> Y Y . Plus Re augmente,
plus C˜y diminue.
Il est à noter que ce nouveau régime Y Y est détecté pour les cylindres plus aplatis et sera
étudié plus en détail (se reporter aux sections 4.4.3 et 4.5.2).
(a) (b) (c)
Fig. 4.23  (a,b)- Visualisation avec la vorticité longitudinale du sillage d'un cylindre χ = 3
à Re = 195 ; (c)- Diagramme des efforts transverses à Re = 195 (régime Y Y ).
C˜y = 0 à Rec5,χ=3 ≈ 215 et correspond à une nouvelle transition associée à la récupération
du plan de symétrie (~ex, ~ez). La vorticité longitudinale contenue dans le sillage résultant est
illustrée en figures 4.23-a et 4.23-b pour Re = 216.
Le diagramme des efforts transverses (voir figure 4.24-c) indique que la force de portance
est contenue dans un plan (~ex, ~el) avec ~el, une direction transverse arbitraire. Par convention,
le plan de symétrie pour les régimes avec C˜l = 0 est le plan (~ex, ~ez). Pour les régimes avec
C˜l 6= 0 (Zz, KK, Y Y ), le plan moyen reste (~ex, ~ey).
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(a) (b) (c)
Fig. 4.24  (a,b)- Visualisation avec la vorticité longitudinale du sillage d'un cylindre χ = 3
à Re = 216 ; (c)- Diagramme des efforts transverses à Re = 216 (régime ZZ)
La fréquence principale et unique fp de ce régime stationnaire caractérise toujours un
nombre de Strouhal quasi-constant St ≈ 0.11. Au cours d'un cycle (de période 1fp ), on assiste
aux lâchers de deux épingles à cheveux alternées mais structurellement semblables (C˜l = 0).
En régime Zz, et toujours sur un cycle, les deux épingles sont alternées mais non structu-
rellement semblables (C˜l 6= 0). Pour cette raison, le régime observé dans ce paragraphe est
nommé Zig − Zag (noté ZZ).
Il est à noter que ce nouveau régime ZZ est détecté pour les cylindres plus aplatis que le
rapport χ = 3 et sera étudié plus en détail (se reporter aux sections 4.4.3 et 4.5.2).
4.3.4 Vers les régimes chaotiques
Au-delà de Rec6,χ=3 ≈ 217, le régime ZZ perd son comportement périodique (réapparition
d'une fréquence secondaire). La plage d'existence en Re du régime ZZ pour le cylindre peu
aplati est donc réduite (Rec5,χ=3 ≈ 215). La symétrie de réflexion persiste jusqu'à Rec7,χ=3 ≈
235. Dans cette plage de Re, la fréquence secondaire fs est proche de 13fp. Les figures 4.25-a et
4.25-b présentent le diagramme des efforts (Cx, Cz) pour Re = 220 et Re = 230. L'attracteur
à Re = 220 est caractéristique pour Rec6,χ=3 < Re < Rec7,χ=3. L'attracteur dans l'espace
(Cx, Cz) est particulier par un 'accrochage' des deux fréquences pour Re = 230 (résonance
1 : 3). La symétrie de réflexion semble brisée pour Rec7,χ=3 comme le montrent les diagrammes
de forces transverses (Cy, Cz) à Re = 245 et Re = 270 (respectivement en figure 4.26-a et 4.26-
b). La fréquence secondaire est proche du quart de la fréquence principale. Il semble encore




Fig. 4.25  Diagramme (Cx, Cz) pour χ = 3 en régime ZZ ′ : (a)- Re = 220 ; (b)- Re = 230.
(a) (b)
Fig. 4.26 Diagramme (Cy, Cz) pour χ = 3 en régime 3D/KO : (a)- Re = 245 ; (b)- Re = 270.
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4.3.5 Scénario des transitions
(a) (b)
Fig. 4.27  Scénario des transitions observées avec Re pour χ = 3 : (a)- forces ; (b)- moments.










(4.27-b). Lorsque les régimes sont instationnaires, on présente le minimum et le maximum de
la grandeur étudiée. La gamme de Re présentée dans ces graphes est [100 : 220] et correspond
à la plage de Re où les cinq transitions décrites précédemment sont détectées. Les graphes
montrent une évolution continue des différentes grandeurs au passage des transitions. Celles-ci
sont relatives à des bifurcations supercritiques. AXI <=> BF correspond à une bifurcation
de type fourche. Les transitions BF <=> Zz et Zz <=> KK, respectivement secondaire et
tertiaire, sont des bifurcations de type Hopf. KK <=> Y Y est une bifurcation tertiaire de
type Hopf et Y Y <=> ZZ une bifurcation secondaire de type fourche. Sur le graphe 4.27-a,
la valeur du coefficient de traînée du régime AXI est tracée en pointillé (régime instable
dans la plage BF ). Le coefficient de traînée en régime BF est plus élevé qu'en régime AXI
pour le même Re ; ce constat est similaire dans le cas de la sphère (cf. Bouchet et al. (2006)).
L'instationnarité apparaît à la deuxième transition pour Rec2,χ=3 ≈ 180 (régime Zz comme
pour la sphère fixe et solide à Re ≈ 272). Le moment longitudinal est une grandeur qui met
en évidence la perte ou non de la symétrie de réflexion : Cmx 6= 0 en régime KK et Y Y ;
Cmx = 0 en régime ZZ. Ces trois régimes n'ont pas été observés jusqu'à présent. Le scénario
des transitions pour le cylindre χ = 3 s'est révélé plus que riche en matière de nature de
sillage et d'instabilités associées :
AXI <=> BF <=> Zz <=> KK <=> Y Y <=> ZZ
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4.4 Le cylindre très aplati : χ = 10
Cette section décrit la nature des sillages développés derrière un cylindre de rapport de
forme χ = 10. Le scénario des transitions rencontrées pour ce corps balaye Re ∈ [100 :
280]. Cette plage de Re permet de détecter du régime AXI jusqu'aux instabilités pleinement
tridimensionnelles et chaotiques 3D/KO. On retrouve pour le cylindre très aplati des régimes
observés avec le cylindre χ = 3 (AXI, BF , Y Y et ZZ) mais le scénario des transitions est
modifié. L'investigation de ce cas a été modérée (en moyenne, ∆Re = 10).









Fig. 4.28  Isocontours de la contrainte de pression sur le cylindre χ = 10 à Re = 125 (en
haut) et à Re = 137 (en bas) : (a,c)- surface en amont ; (b,d)- surface en aval.
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Le régime AXI est solution stable des équations de Navier-Stokes avec le cylindre très
aplati χ = 10 pour Re < Rec1,χ=10 ≈ 127. Les figures 4.28-a et 4.28-b illustrent le régime
AXI avec les isocontours de la contrainte de pression exercée sur les surface amont et aval de
l'obstacle à Re = 125. Les points d'arrêt amont et aval coïncident avec l'axe de révolution du
corps. Pour la gamme étudiée de nombre de Reynolds, la ligne de décollement reste attachée
au coin aval du corps. Le régime AXI devient instable pour Re > Rec1,χ=10 au profit du
régime BF . Les figures 4.28-c et 4.28-d illustrent le régime BF avec les isocontours de la
contrainte de pression exercée sur les surfaces amont et aval de l'obstacle à Re = 137. Ces
isocontours ne sont plus centrés sur la surface aval du corps (décalage dans la direction ~ey).
La première transition AXI <=> BF est similaire à celle observée pour les cylindres plus
épais. Le régime BF est stable pour Rec1,χ=10 < Re < Rec2,χ=10 ≈ 140.
4.4.2 Deuxième transition différente du cas χ > 3
Pour Re > Rec2,χ=10 ≈ 140, l'écoulement autour de l'obstacle devient instationnaire et
présente des lâchers tourbillonnaires.
(a) (b)
Fig. 4.29  Critère λ2 = 0.1 et isocontours |ωx|D/V∞ = 0.1 pour χ = 10 à Re = 145 (Y Y ) :
(a)- vue XZ ; (b)- vue XY .
Au premier abord, si l'on regarde la figure 4.30, la forme des structures tourbillonnaires
dite en épingles à cheveux semble similaire à celles visualisées pour le régime Zig − zig
(BF <=> Zz est la deuxième transition pour les cylindres χ = 3 et χ = 1). La longueur
caractéristique dans la direction longitudinale des épingles est d'environ 6D. Mais lorsqu'on
observe les filaments tourbillonnaires longitudinaux dans une coupe transverse (~ey, ~ez) du
sillage, on constate que leur évolution temporelle (déplacement et détachement) ne présente
pas les mêmes caractéristiques que le régime Zz. La figure 4.30 présente à un instant t donné,
les isocontours de vorticité longitudinale dans plusieurs coupes (~ey, ~ez) dans le sillage du corps







Fig. 4.30  Isocontours de vorticité longitudinale pour χ = 10 à Re = 145 ; coupe à : (a)-
X = 1.5D ; (b)- X = 3.5D ; (c)- X = 5.5D ; (d)- X = 7.5D.
Les deux paires de filaments tourbillonnaires longitudinaux ne sont plus séparées par
l'habituel plan de symétrie. Les paires de filaments s'enroulent sur elles-même de manière
alternée. Dans le sillage proche de l'obstacle, la paire de tourbillons longitudinaux, secondaire
et extérieure, se connecte à la paire principale intérieure. Les épingles à cheveux ne respectent
plus la symétrie de réflexion. L'axe ~ey par convention reste la direction moyenne privilégiée
par l'instabilité. Du fait de la forme prise par les isocontours de ωx (voir figure 4.30-a) ce
régime est nommé Y in− Y ang et noté Y Y (ce type de régime a été observé pour le cylindre
χ = 3 pour Re ∈ [191 : 215] après quatre transitions).
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(a) (b)
Fig. 4.31  Estimateurs spectraux selon St pour χ = 10 : (a)- Re = 145 (régime Y Y ) ; (b)-
Re = 180 (régime ZZ).
La figure 4.31-a présente le spectre en fréquence des efforts sur le cylindre χ = 10 à
Re = 145 dans les trois directions. L'amplitude maximale est détectée dans la direction ~ez,
pour une valeur de St ≈ 0.117 (par convention, le nombre de Strouhal caractérise la fré-
quence dominante). Dans la direction ~ey l'amplitude du signal est plus faible et présente un
pic à 0.234 (le double de St). La fréquence qui domine la traînée est la même que celle selon
~ey. Il en résulte que l'instationnarité s'est principalement développée dans la direction ~ez per-
pendiculaire au plan moyen (~ey, ~ez) détecté lors de la visualisation des filaments longitudinaux.
La planche 4.32 présente les différents diagrammes des efforts et moments exercés sur
l'obstacle pour χ = 10 et Re = 145. L'attracteur dans l'espace (Cx,Cy) est une simple boucle
très étirée (voir figure 4.32-a). La fréquence de Cx est la même que celle de Cy. Dans l'espace
(Cx,Cz), le tracé prend la forme d'un papillon symétrique (voir figure 4.32-b). La fréquence de
Cz est la moitié de celle observée dans les deux autres directions. Cx passe par un maximum
et Cy par un minimum à chaque fois que |Cz| atteind son maximum. La moyenne temporelle
des efforts transverses est (C˜y; C˜z) = (≈ 0.031; 0). L'amplitude des efforts transverses est
(∆Cy,∆Cz) = (≈ 0; 0.025). On retrouve aussi la brisure du plan de symétrie dans l'appari-
tion d'un moment Cmx (non nul). ˜Cmx = 0 et les lâchers tourbillonnaires privilégient une
direction transverse (pas de précession).
En régime Zz, la direction transverse privilégiée coupe les épingles à cheveux (préservation
de la symétrie de réflexion). Au contraire en régime Y in− Y ang (Y Y ), les lâchers se font de




(d) (e) (f )
Fig. 4.32  Diagrammes des efforts pour χ = 10 à Re = 145 (régime Y Y ) : (a,b,c)- forces ;
(d,e,f)- moments.
(a) (b) (c)
Fig. 4.33  Diagrammes des efforts pour χ = 10 à Re = 180 (régime ZZ) : (a,b)- forces ; (c)-
moments.
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4.4.3 Régime instationnaire à symétrie plane
Plus Re augmente par rapport à Rec2,χ=10, plus C˜y diminue. A partir de Rec3,χ=10 ≈ 151,
on assiste à la disparition complète de Cy et C˜z = 0. La planche 4.33 présente les différents
diagrammes des efforts et moments non nuls exercés sur l'obstacle pour χ = 10 et Re = 180.
Le graphe 4.33-b met en évidence l'évolution des forces transverses autour de (C˜y, C˜z) = (0, 0)
et d'amplitude (∆Cy,∆Cz) = (≈ 0, 0.045). Le constat est le même pour les moments associés
(voir figure 4.33-c). Le système a récupéré une solution avec une symétrie plane dirigée selon
~ez (pour ne pas interférer avec les régimes Zz et Y Y , on garde par convention la direction
transverse ~ez pour les régimes instationnaires à force transverse moyenne nulle).
(a) (b)
Fig. 4.34  Critère λ2 = 0.1 et isocontours |ωx|D/V∞ = 0.1 pour χ = 10 à Re = 180 (ZZ) :
(a)- vue XY ; (b)- vue XZ.
La figure 4.34 présente des visualisations 3D du sillage pour χ = 10 à Re = 180. La
longueur caractéristique des lâchers tourbillonnaires est toujours de l'ordre de ≈ 6D (d'où
St ≈ 0.119 proche de la valeur obtenue en régime Y in− Y ang (Y Y ), voir figure 4.31-b). On
constate bien que le plan de symétrie est selon ~ez. Les lâchers tourbillonnaires respectent une
symétrie de réflexion spatiale et une antisymétrie temporelle : au cours d'une période, deux
épingles à cheveux se détachent de manière alternée et sont structurellement semblables. Le
régime Zz respecte lui aussi la symétrie plane mais : au cours d'une période, deux épingles
à cheveux se détachent de manière alternée et ne sont pas semblables (géométriquement et
en intensité). De cette différence avec le régime Zz, on nomme le régime décrit ici le régime
Zig − Zag (noté ZZ).
La figure 4.35 présente les isocontours de vorticité longitudinale à Re = 180 dans plusieurs
coupes (~ey, ~ez) du sillage du corps (x = (0.5D; 2.0D; 3.5D; 5.0D)). En pointillé, sont tracées
la position et la taille du cylindre. On constate le plan de symétrie selon ~ez. On observe en
régime Zig−Zag (ZZ) le déplacement des deux paires de filaments longitudinaux, respectant







Fig. 4.35  Isocontours de vorticité longitudinale pour χ = 10 à Re = 180 (ZZ) ; coupe à :
(a)- X = 0.5D ; (b)- X = 2.0D ; (c)- X = 3.5D ; (d)- X = 5.0D.
4.4.4 Vers les régimes chaotiques
A partir de Rec4,χ=10 ≈ 185 on assiste de nouveau à la brisure de la symétrie de ré-
flexion. Pour illustrer ce fait, la figure 4.36-(a,b,c) montre l'évolution du diagramme des forces
transverses pour Re = (200; 210; 220). Qualitativement, le coefficient de portance est nul en
moyenne (C˜y, C˜z) = (0, 0). Le tracé dans l'espace (Cy, Cz) devient de plus en plus compliqué
avec l'augmentation de Re mais il est encore possible de dégager une direction transverse
privilégiée par l'écoulement.
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La brisure de symétrie est accompagnée par un développement multi-fréquentiel (les
spectres en fréquences se 'remplissent'). La fréquence dominante reste quasi-constante (St ≈
0.119) dans cette gamme de Re et proche de la valeur obtenue en régime ZZ et Y Y . La
fréquence secondaire dégagée est proche du tiers de la fréquence principale. Re ≈ 210 montre
un 'quasi-accrochage' des deux fréquences (résonance 1 : 3).
(a) (b) (c)
Fig. 4.36  Diagrammes des efforts transverses pour χ = 10 (régime PaPillon, PP ) : (a)
Re = 200 ; (b) Re = 210 ; (c) Re = 220.
Pour Re > 230 (voir figure 4.37-a), il devient difficile de déterminer une direction transverse
privilégiée par l'écoulement. On peut dégager un fréquence secondaire dont la valeur est




de la fréquence principale dont la valeur de cette dernière ne
semble pas évoluer (St ≈ 0.119 à Re = 230). Pour Rec4,χ=10 < Re < Rec5,χ=10 ≈ 225, on
appelle les régimes hydrodynamiques observés PaPillon (notés PP ). Pour Re > Rec5,χ=10, on
parle de régimes chaotiques 3D/KO. Un fait surprenant est que la simulation numérique à
Re = 230 a conservé le régime type 3D/KO pendant un temps très grand, ∆t∗ = tV∞D ≈ 2000
et a finalement recouvré un plan de symétrie sur au moins ∆t∗ ≈ 500. Les figures 4.37-(a,b)
sont relatives à la phase en régime 3D/KO et les figures 4.37-(c,d) à la phase où le régime
est redevenu plan. La moyenne des forces transverses est (C˜y, C˜z) = (0, 0) dans les deux cas.
Le régime plan pourrait être assimilé à un régime ZZ mais on constate la présence d'une
basse fréquence secondaire sur le spectre présenté en figure 4.38. Le pic principal en régime
plan est St ≈ 0.129 et le pic secondaire a une valeur proche de 0.032 (fpfs ≈ 14). Le signal de
la force transverse est modulé et on préfère nommer ce régime ZZ ′. Le spectre en fréquence





). Dans cette gamme de Re, une seule de nos simulation numériques a montré
une telle évolution temporelle. Les simulations à Re = 240 et Re = 250 semblent montrer un
écoulement tentant de manière cyclique de recouvrer la symétrie plane mais sans y parvenir.
En l'état actuel des choses et près de Rec5,χ=10, il est difficile de trancher entre une solution
unique stable, une bi-stabilité ou un cycle hétérocline. Pour Re > 260, toutes les simulations





Fig. 4.37  Deux phases observées pour χ = 10 à Re = 230 : (a,b)- régime 3D/KO ; (c,d)-
régime ZZ ′
Fig. 4.38  Estimateur spectral des deux phases pour χ = 10 à Re = 230 (3D/KO et ZZ ′).
80
4.4. LE CYLINDRE TRÈS APLATI : χ = 10
4.4.5 Scénario des transitions
La figure 4.39-a présente l'évolution du coefficient de traînée en fonction de Re (la solution
AXI instable est en pointillé ; en régime instationnaire, on montre les extrema) ; La figure
4.39-b présente l'évolution des coefficients transverses selon Re et la figure 4.39-c, les moments
associés.
(a) (b) (c)
Fig. 4.39  Diagrammes des bifurcations, cylindre χ = 10 : (a)(b)- forces ; (c)- moments.
Le scénario des trois premières transitions pour le cylindre χ = 10 est :
AXI <=> BF <=> Y Y <=> ZZ <=> 3D/?
Ces trois transitions sont relatives à des bifurcations supercritiques et ont comme valeurs
seuils : Rec1,χ=10 ≈ 127 ; Rec2,χ=10 ≈ 140 ; Rec3,χ=10 ≈ 151. Pour Re < Rec3,χ=10, seul le
régime Y Y brise la symétrie plane ; ce régime constitue la première différence marquée avec le
scénario vu pour les cylindres plus épais. La transition AXI <=> BF à Rec1,χ=10 est relative
à une bifurcation primaire locale supercritique de type fourche de révolution. Les transitions
BF <=> Y Y et Y Y <=> ZZ sont relatives à des bifurcations secondaires locales super-
critiques, respectivement de type Hopf et de type fourche. Nous revenons dans les prochains
paragraphes sur le pourquoi de ces différentes qualifications...
Pour Re > Rec4,χ=10 ≈ 185, les régimes PP et 3D/KO sont moins bien compris. L'in-
vestigation numérique de ces régimes est à approfondir et on les regroupe ici en une seule
catégorie (3D/?). Il est à noter tout de même sur la présence des régimes PP pour le cylindre
χ = 10 et ZZ ′ pour le cylindre χ = 3 que : d'une part, le régime PP (resp. ZZ ′) peut être
vu comme un régime modulé dont le deuxième mode instationnaire est perpendiculaire (resp.
colinéaire) au premier. D'autre part, le rapport des fréquences fs
fp
dans ces régimes modulés







4.5 Le disque : χ→ +∞
On présente ici les simulations numériques des écoulements autour d'un disque de rapport
de forme χ→ +∞ pour Re < 250. Les trois premières transitions rencontrées pour le disque
sont similaires à celles décrites pour le cylindre χ = 10 (se reporter à la section précédente) :
AXI <=> BF <=> Y Y <=> ZZ
On va s'attacher ici à détailler l'évolution temporelle des modes ZZ et Y Y . L'investigation
de ces transitions a été intensive (∆Re = 2).
La suite dans le scénario des bifurcations (apparition des instabilités 3D/?) montre des
différences entre χ→ +∞ et χ = 10. La plage de Re a été moins bien balayée (∆Re = 10).
Chronologiquement, le disque infiniment mince en 'corps fixe' est la première étude para-
métrique effectuée. La découverte des régimes Y in−Y ang (Y Y ) et Zig−Zag (ZZ) (non vu
pour la sphère) a fait l'objet d'un article paru dans 'Physics of fluids' (se reporter à l'annexe
'Publications').
4.5.1 Scénario similaire au cas précédent
L'évolution des premiers régimes hydrodynamiques est inchangée par rapport à celle ob-
servée pour le cylindre très aplati χ = 10. Les valeurs critiques de Re correspondant aux
transitions entre ces régimes sont légèrement modifiées par l'influence du rapport de forme.
D'une manière générale, on constate que Reci,disk < Reci,χ=10(i = 1, 2, 3).
Les solutions axisymétriques ont été confrontées avec les résultats expérimentaux de Roos
& Willmarth (1971). La figure 4.40-a présente l'évolution du coefficient de traînée Cx dans la
gamme de Re où la solution AXI est stable. On constate un très bon accord entre les deux
approches. Expérimentalement, les 'disques' de Roos & Willmarth (1971) ont un rapport de
forme fini ; la force de traînée étant pilotée par le gradient de pression amont-aval de l'obstacle,
la surface latérale joue un faible rôle sur cette force (pour Re proche de la centaine, Cx ≈ 1.2
pour les quatre rapports de forme étudiés dans cette thèse).
La bifurcation AXI <=> BF est détectée à Rec1,disk ≈ 115.5 (Rec1,χ=10 ≈ 127.0 ).
Rec1,disk est consistant avec la valeur proposée par Natarajan & Acrivos (1993) qui trouvent
par une analyse de stabilité linéaire une bifurcation dite régulière (nous préférons quali-
fier cette bifurcation comme étant de type fourche supercritique) à Rec1,disk,theo ≈ 116.5
liée au changement de signe d'une valeur propre réelle (nombre d'onde azimutal m = 1).
La bifurcation amenant l'apparition de l'instationnarité BF <=> Y Y est détectée pour
Rec2,disk ≈ 121.5. Rec2,disk est consistant avec la valeur trouvée par Natarajan & Acrivos
(1993) qui détectent une bifurcation de Hopf à Rec2,disk,theo = 125.6 liée au changement de
signe de la partie réelle d'un couple de valeurs propres complexes conjuguées (nombre d'onde
azimutal m = ±1).
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(a) (b)
Fig. 4.40  Evolution selon Re pour le disque χ→ +∞ : (a)- coefficient de traînée Cx ; (b)-
coefficients transverses (Cy, Cz).
La figure 4.40-b montre l'évolution des coefficients transverses Cy et Cz en fonction de Re.
Le régime instationnaire développé à Rec2,disk est de type Y in − Y ang (Y Y , C˜y non nul et
la force de portance oscille autour de C˜z = 0 dans la direction perpendiculaire ~ez). Le sillage
du disque recouvre une symétrie de réflexion à Rec3,disk ≈ 139.5 (Y Y <=> ZZ) : C˜y devient
nul et la force de portance oscille toujours dans la direction ~ez (C˜z = 0). Les figures 4.41 sont
les visualisations du sillage à l'aide du critère λ2 pour le régime BiFide BF à Re = 119, le
régime Y Y à Re = 130 et le régime ZZ à Re = 144.
(a) (b) (c)
Fig. 4.41  Sillage visualisé à l'aide du critère λ2 pour χ → +∞ en régime : (a)- BF ; (b)-
Y Y ; (c)- ZZ.
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Par analyse de stabilité linéaire, Meliga et al. (2009) ont obtenu la première bifurcation
à Re = 116.9 et la seconde à Re = 125.3. Par un développement faiblement non linéaire
et l'étude des interactions de modes, ils ont construit un modèle mathématique basé sur les
formes normales qui met en évidence une première transition à Re = 117.1 (AXI <=> BF ),
une seconde à Re = 123.7 (BF <=> Y Y ) et une troisième à Re = 143.7 (Y Y <=> ZZ).
Cette troisième transition est relative à une bifurcation secondaire de type fourche où la valeur
propre réelle du système dynamique qui est positive en régime Y Y retraverse en sens inverse
l'axe des imaginaires. Les résultats de Meliga et al. (2009) corroborent remarquablement nos
simulations numériques.
La figure 4.42-a montre l'évolution de l'amplitude du coefficient transverse stationnaire
Cy proche de la bifurcation à Rec1,disk.
(a) (b)
Fig. 4.42  Loi en racine carrée proche des bifurcations : (a)- de type fourche à Rec1,disk ; (b)-
de type Hopf à Rec2,disk.
Suffisamment proche du seuil, il est observé le comportement suivant :
Cy,max(Re, t→ +∞) ≈ Ay
√
Re−Rec1,disk (4.11)
Rec1,disk correspond à une bifurcation locale supercritique de type fourche de révolution (on
utilise le dernier terme lorsque la direction de développement de l'instabilité est arbitraire).
La figure 4.42-b montre aussi une évolution en racine carrée de l'écart au seuil de l'amplitude
maximale du coefficient transverse Cz instationnaire proche de Rec2,disk :
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Cz,max(Re, t→ +∞) ≈ Bz
√
Re−Rec2,disk (4.12)
Rec2,disk est lié à une bifurcation locale supercritique de type Hopf de révolution. Ay et
Bz sont relatifs à des coefficients d' équations en amplitude (classiquement employés dans
le modèle de Landau). Ce modèle permet aussi de prédire, pour de telles bifurcations, une
dépendance linéaire entre le taux de croissance de l'instabilité et l'écart au seuil (le taux de
croissance tend vers zéro près du seuil ; le temps d'évolution de l'instabilité devient infiniment
grand). Le même constat (bifurcation locale supercritique de type Hopf) est fait sur la nature
de la bifurcations associée à la transition Y Y <=> ZZ au seuil Rec3,disk ; la loi d'évolution
en racine carrée apparaît sur le moment longitudinal Cmx proche du seuil (non illustré).
4.5.2 Détails sur les régimes Zig − Zag et Y in− Y ang
Les figures 4.43-a et 4.43-b montrent l'évolution temporelle au cours d'une période de
lâchers tourbillonnaires respectivement à Re = 132 (régime Y Y ) et à Re = 144 (régime ZZ).
Dans les deux coupes, sont présentés les isocontours de la pression exercée sur l'obstacle en
amont (à gauche) et en aval (à droite).
t = 0.T/6 t = 1.T/6 t = 2.T/6 t = 0.T/6 t = 1.T/6 t = 2.T/6
t = 3.T/6 t = 4.T/6 t = 5.T/6 t = 3.T/6 t = 4.T/6 t = 5.T/6
(a) (b)
Fig. 4.43  Différence entre Y Y et ZZ pour χ → +∞ sur l'évolution de la contrainte de
pression au cours d'une période T : (a)- Re = 132, Y Y ; (b)- Re = 144, ZZ.
Pour le régime Y Y , le centre de la dépression sur la surface aval oscille autour d'un point
fixe décentré sur l'axe ~ey. Le centre de la dépression se déplace majoritairement selon ~ez. Pour
le régime ZZ, ce centre se déplace toujours selon ~ez mais oscille autour d'un point fixe centré
sur l'axe de révolution du corps. On retrouve, dans le déplacement du 'centre de dépression',
les caractéristiques obtenues sur les efforts pour les deux régimes.
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t = 0.T/6 t = 1.T/6 t = 2.T/6 t = 0.T/6 t = 1.T/6 t = 2.T/6
t = 3.T/6 t = 4.T/6 t = 5.T/6 t = 3.T/6 t = 4.T/6 t = 5.T/6
(a) (b)
Fig. 4.44  Différence entre Y Y et ZZ pour χ → +∞ sur l'évolution de la vorticité longi-
tudinale dans une coupe à X = 1D et au cours d'une période T : (a)- Re = 132, Y Y ; (b)-
Re = 144, ZZ.
La figure 4.44-a montre l'évolution temporelle au cours d'une période de lâchers tourbillon-
naires à Re = 132 (régime Y Y ). La figure 4.44-b montre l'évolution temporelle au cours d'une
période de lâchers tourbillonnaires à Re = 144 (régime ZZ). Dans les deux cas, sont présentés
les isocontours de vorticité longitudinale dans une coupe (~ey, ~ez) à X = 1D. A cette courte
distance du corps, on retrouve la double paire contrarotative de tourbillons longitudinaux en
régime ZZ : leur évolution temporelle (i.e. déplacement) conforte la description qualitative
donnée précédemment sur l'apparition des épingles à cheveux et sur leur 'arrachement' de
l'obstacle (se reporter à la section 'régime Zz de la sphère') : chaque paire de tourbillons lon-
gitudinaux naisse à proximité de la surface latérale de l'objet et se positionne alternativement
vers l'axe de révolution en aval proche du corps et ce avant leur advection par l'écoulement
moyen. Le régime Y Y montre un entrelacement/connexion des deux paires ressemblant à un
Yin-Yang. Les figures 4.45 présentent l'évolution des efforts exercés sur l'obstacle lors de la
transition Y Y <=> ZZ. Ces graphes mettent en évidence le couplage entre les différentes
directions pour Re < 138 et la 'récupération' du plan de symétrie pour Re = 142. En régime
Y Y , la figure 4.45-a présente un coefficient de portance transverse moyen négatif selon ~ey,




négatif (même constat en régime BF ). Le signe de C˜y˜Cmz semble être toujours négatif pour tous
les rapports de forme (+ la sphère) sauf pour le cylindre χ = 1 (se reporter à la section 4.2.2).
La figure 4.46 montre l'évolution temporelle du coefficient de traînée Cx, du coefficient de
portance Cz et du moment associé Cmy. Du fait de la symétrie du régime ZZ, la fréquence sur
la traînée est double de celle de la portance. On peut recouper ce fait avec la décomposition
classique de la force de traînée en aérodynamique : Fd = Fd,par +Kobs.F 2l .
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(a) (b) (c) (d)
Fig. 4.45  Diagrammes des efforts pour χ→ +∞ (Y Y ) : (a,b)- forces ; (c,d)- moments.
En effet, autour d'une aile d'envergure finie, Fd,par est la traînée parasite liée à un écou-
lement sans la présence des tourbillons de bout d'aile. Fd,ind = Kobs.F 2l est induite par les
tourbillons de bout d'aile (Kobs = cste). Dans notre cas, la traînée parasite est la traînée en
régime AXI et la traînée induite, l'écart entre la traînée totale et Fd,ind. La force de traînée
reste dominée par le gradient de pression longitudinal (non illustré) et le minimum de traînée
correspond aux extrema de la portance. Il existe un léger déphasage entre ces deux dernières
grandeurs (voir figure 4.46) ; la force de portance et le moment associé sont en quasi-opposition
tV∞/D
Fig. 4.46  Evolution temporelle des efforts autour de leur valeur moyenne à Re = 144 pour
χ → +∞ (ZZ). La fréquence sur le Cx est double de celles sur le Cy et le Cmz. Les signaux
Cy et Cmz sont en opposition de phase.
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4.5.3 Contribution pression/viscosité aux efforts en régime ZZ
Jusqu'à présent, nous nous sommes attachés à l'étude des forces/moments globaux liés
aux effets de pression et de viscosité. Ce paragraphe propose d'éclaircir la contribution de la
pression et des effets visqueux à l'amplitude des efforts exercés sur l'obstacle. Seul le régime
ZZ est présenté ici (Re = 144).
(a) (b) (c)
Fig. 4.47  Diagrammes pour χ→ +∞ : (a)- décomposition Fl ; (b)- décomposition Ml ; (c)-
centres de pression et des effets visqueux.
Dans le cas du disque infiniment mince, la portance est gouvernée entièrement par les effets
visqueux puisque l'obstacle n'a pas de surface latérale (χ→ +∞ et intégration surfacique de
la pression selon ~ex) alors que le moment associé est piloté principalement par la contrainte de
pression (Ce dernier est constat est aussi observé comme la traînée). Si l'on définit la zone de
dépression maximale sur la surface aval du disque comme un centre des effets de pression et la
zone où la contrainte tangentielle visqueuse est nulle comme un centre des effets visqueux, on
constate sur la figure 4.47 un léger décalage entre ces deux centres (le centre de viscosité est
en avance sur le centre de pression). Ce décalage induit le léger déphasage entre la portance et
son moment (ou la traînée). Il est à noter que les cylindres de rapport de forme fini voient une
contribution de la pression apparaître dans la force de portance. La part de cette contribution
doit jouer un rôle sur le signe de Fl
Ml
selon χ notamment en régime BF (positif pour χ = 1 et
négatif pour les autres).
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4.5.4 Vers les régimes chaotiques
Les simulations numériques pour Re ∈ [180 : 200] détectent une faible brisure de la
symétrie plane. Pour illustrer ce fait, les figures 4.48 montrent un diagramme des coefficients
transverses (a), des moments adimensionnels (b) et de l'estimateur spectral (c) pour le disque
infiniment mince à Re = 190. La direction ~ez reste privilégiée par la solution. L'amplitude
maximale du coefficient selon ~ey vaut 110 de l'amplitude maximale selon ~ez. Les attracteurs
dans l'espace (Cy, Cz) et (Cmx, Cmz) gardent une forme relativement simple. La fréquence
secondaire est due au développement du premier harmonique de St (résonance 2 : 1). Les
valeurs moyennes des coefficients transverses sont nulles : (C˜y, C˜z) → (0, 0). De par la forme
prise par l'attracteur dans l'espace (Cy, Cz) (voir 4.48-a), ce régime est nommé PaPillon
(PP ) et Rec4,disk ≈ 180.
(a) (b) (c)
Fig. 4.48  Diagramme pour χ → +∞ à Re = 190 (PP ) : (a)- forces ; (b)- moment ; (c)-
estimateur spectral.
(a) (b) (c)
Fig. 4.49  Pour χ → +∞ en régime ZZ ′ : (a)- (Cx, Cz) à Re = 210 ; (b)- (Cx, Cz) à
Re = 220 ; (c)- estimateur spectral.
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Les simulations pour 205 < Re < 225 retrouvent de manière indéniable la symétrie de
réflexion qui caractérise une nouvelle transition à Rec5,disk ≈ 200 (voir figures 4.49). Ce
comportement n'est pas s'en rappeler le retour surprenant du plan de symétrie à Re = 230
pour le cylindre χ = 10 (cycle hétérocline ?). A partir de Re ≈ 215, un développement






]). Pour Re = Rec6,disk > 225, la symétrie plane se brise
faiblement et l'on place ces régimes dans la catégorie 3D/KO.
4.5.5 Scénario des transitions
(a) (b) (c)
Fig. 4.50  Evolution selon Re pour χ → +∞ : (a)- coefficient de traînée Cx ; (b)- moment
longitudinal Cmx ; (c)- fréquence adimensionnée
fx.D
V∞ .
L'évolution du coefficient de traînée (minimum et maximum) est présentée en figure 4.50-
a. D'une manière qualitative, C˜x augmente par palier sauf en régime AXI. La figure 4.50-b
montre l'évolution selon Re du moment adimensionnel longitudinal qui dégage les différentes
brisures de la symétrie plane lorsque Cmx 6= 0 (régimes Y Y , PP et 3D/KO).
Quelle que soit la nature du régime instationnaire, la moyenne temporelle du coefficient
transverse dans la direction où s'est développée l'instationnarité est nulle et implique un
doublement de la fréquence sur le coefficient de traînée. Le nombre de Strouhal peut donc





figure 4.50-c). En régime Y Y et ZZ, le nombre de Strouhal évolue peu (St ≈ 0.1175± 0.025).
Au delà de Re ≈ 185, on constate une augmentation non négligeable (St ≈ 0.14 à Re =
200). La route vers le chaos est difficile à suivre comme pour les cylindres moins aplatis. La
détection de régimes PP avec des résonances (2 : 1) pour χ → +∞ et (1 : 3) pour χ = 10
suggère que ce ne sont peut-être pas les mêmes régimes hydrodynamiques. Il est aussi fort
surprenant qu'au delà de Rec3, la plupart des simulations effectuées pour χ→ +∞ conserve
la symétrie de réflexion jusqu'à Rec6,disk alors que la majorité de celles de χ = 10 montre un
comportement 3D. Il est fortement envisageable que le 'bruit' numérique joue un rôle sur la




Récapitulatif et approche 'théorique'
pour les corps fixes
5.1 Résumé des résultats
Au début de cette thèse, les références bibliographiques laissaient croire que l'évolution
selon Re des sillages de corps cylindrique χ > 1, fixes dans un écoulement uniforme et parallèle
à leur axe de révolution, était invariante avec χ en termes de nature des régimes hydrodyna-
miques mais dépendante de χ en terme de seuils des transitions Rec,χ. Le constat dans cette
approche 'corps fixe' est tout autre : les cylindres de type épais (χ = 1), peu aplati χ = 3,
très aplati (χ = 10) et le disque infiniment mince ont un scénario bien différent dès lors que
l'instationnarité de l'écoulement apparaît.
rapport de forme régimes stationnaires régimes instationnaires
sphère AXI<=>BF<= =>Zz<=>Zz'<=>3D/ ?
χ = 01 AXI<=>BF<= =>Zz<=>Zz'<=>3D/ ?
χ = 03 AXI<=>BF<= =>Zz<=>KK<=>YY<=>ZZ<=>3D/ ?'
χ = 10 AXI<=>BF<= =>YY<=>ZZ<=>3D/ ?
disque AXI<=>BF<= =>YY<=>ZZ<=>3D/ ?
Tant que la solution stable reste stationnaire, en régimeAXIsymetrique (AXI) ouBiFide
(BF ), la nature de la première transition reste inchangée et l'influence du rapport de forme
ne se fait sentir que sur la valeur du seuil (Rec1). On retrouve de manière qualitative la loi
empirique proposée par Fernandes et al. (2005) qui proposent Rec1,χ = Rec1,disk(1 + χ−1) (de
manière qualitative car l'écart relatif pour χ = 1 est de ≈ 17%). La première transition est une
bifurcation supercritique de type fourche de révolution qui brise l'axisymétrie de la solution
(pour Re < Rec1,χ) au profit d'une symétrie de réflexion (pour Re > Rec1,χ) liée à l'apparition
d'une force de portance générée par les deux filaments contra-rotatifs longitudinaux du sillage.
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On retrouve aussi de manière qualitative (incertitude relative pour χ = 1 de ≈ 34%) la loi
empirique Rec2,χ = Rec2,disk(1 + χ−1) amenant aux lâchers de structures tourbillonnaires en
épingle à cheveux. Cette deuxième transition est une bifurcation supercritique de type Hopf
de révolution. Pour le cylindre épais et peu aplati, le régime Zig − zig (Zz) instationnaire
développé pour Re > Rec2,χ conserve la symétrie de réflexion. Au contraire, le régime Y in−
Y ang (Y Y ) instationnaire développé pour le cylindre très aplati et le disque infiniment mince
brise la symétrie de réflexion.
Toujours pour les rapports de forme élevés, une troisième transition permet de recouvrer
la symétrie de réflexion et d'obtenir le régime Zig − Zag ZZ. La transition entre régimes
périodiques Y Y <=> ZZ est aussi détectée pour le cylindre peu aplati χ = 3 mais en
cinquième position dans son scénario d'évolution car un régime original (sans symétrie de
réflexion et modulé par une basse fréquence secondaire) existe entre Zz et Y Y : le régime
Knit−Knot (KK). Les transitions Zz <=> KK et KK <=> ZZ sont non-hystérétiques.
Le cylindre χ = 1 a un scénario des transitions similaire à celui de la sphère où n'appa-
raissent pas les régimes ZZ, Y Y , KK. La détection de ces trois derniers régimes constitue
un résultat nouveau et a fait l'objet d'un article paru dans "Theoritical and Computational
Fluid Dynamics" (se reporter à l'annexe 'Publications').
La figure 5.1 tente de rassembler les résultats des simulations numériques en fonction de
l'inverse du rapport de forme. L'étude paramétrique en fonction de χ n'est pas assez fine et il
reste des zones d'ombre matérialisées et délimitées par les lignes pointillés munies du symbole
' ?'.
Un point intéressant à approfondir est la détection de la valeur critique de χ pour laquelle la
deuxième transition passe de BF <=> Zz à BF <=> Y Y . Il est à noter que des simulations
peu nombreuses ont été effectuées pour d'autres cylindres peu aplatis et épais. Les premiers
résultats laissent penser que le cylindre χ = 3.33 a un scénario de transition similaire à celui
du cylindre peu aplati χ = 3, ce fait impliquant que la plage de changement de nature de
la deuxième transition est réduite à χ ∈ [3.33 : 10]. D'autre part, la troisième transition
est différente entre χ = 1 et χ = 3 : respectivement Zz <=> Zz′ et Zz <=> KK. Des
simulations peu nombreuses ont été effectuées pour le cylindre χ = 2 et les premiers résultats
laissent penser que son scénario est similaire au cylindre épais χ = 1, d'où une modification
de la troisième transition pour χ ∈ [2 : 3].
La fin de nos scénarios amenant la rencontre de régimes chaotiques est peu clair (perte
de la périodicité, brisure ou non de la symétrie plane, comportement hystérétique...). Par
commodité, ces régimes sont regroupés dans le tableau précédent dans la catégorie 3D/?.
Pour fournir une base un peu plus détaillée, cette région est décomposée sur la figure 5.1
selon les différents régimes observés mais cette dernière est à prendre avec des pincettes
pour d'éventuels travaux futurs. Nonobstant, notre conviction actuelle est que d'une part, la
modulation des régimes ZZ et Zz de fréquence secondaire (1 :∼ 3) aboutit à la formation
des régimes PP , ZZ ′ et Zz′ selon la perpendicularité ou la colinéarité de développement des
deux modes instationnaires et que d'autre part, l'évolution du rapport de ces fréquences vers
(1 :∼ 4) est annonciatrice du chaos...
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5.2. CONSTRUCTION D'UN MODÈLE MATHÉMATIQUE
Fig. 5.1  Régimes hydrodynamiques et transitions rencontrés dans le sillage d'un corps solide
et cylindrique en fonction de son rapport de forme χ−1 et du nombre de Reynolds Re. Les
symboles ? sont relatifs à des zones de la carte où l'on soupçonne d'autres régimes.
5.2 Construction d'un modèle mathématique
Du fait des géométries employées et des caractéristiques des solutions obtenues lors de
l'approche 'corps fixe', il est possible, par la théorie des bifurcations et sa simplification par
les symétries du problème, de construire un modèle mathématique basé sur le développement
en formes normales. L'annexe sur les 'Formes normales' (travaux de D. Fabre et E. Knobloch)
fournit des détails supplémentaires sur la construction de ce modèle mathématique.
Dans la littérature relative à la théorie des bifurcations, les solutions ou modes observés
portent des noms spécifiques déjà préétablis. L'analogie entre la nature de ces modes et celle
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des sillages observés ici est directe. Le tableau suivant récapitule la correspondance entre la
nomenclature 'mathématique' utilisée communément dans la théorie des bifurcations et la
nomenclature 'physique' que nous utilisons pour décrire nos régimes :
régime mode notation mathématique
AXI TS trivial state
BF SS steady state
ZZ SW standing wave
ZZ ′ ˜SW modulated standing wave
Zz MM0 mixed mode 0
Zz′ ˜MM0 modulated mixed mode 0
Y Y MMpi mixed mode pi
KK PuW pulsating wave
L'obtention d'un système d'équations d'amplitude dont les coefficients sont déterminés
de manière empirique (dépendance avec χ) a permis de retrouver les premières étapes des
scénarios observés pour la sphère, les cylindres χ = (1; 3; 10) et le disque χ→ +∞.
(a) (b) (c)
Fig. 5.2  Diagrammes des bifurcations obtenus par un système couplé d'équations d'ampli-
tude : (a)- sphère ; (b)- χ = 3 ; (c)- χ→ +∞.
La figure 5.2 présente ces diagrammes pour : (a) la sphère ; (b) le cylindre épais ; (c) le
disque infiniment mince. Le diagramme des bifurcations pour le cylindre χ = 1 est similaire à
celui de la sphère avec Rec1,χ=1 = 278 et Rec2,χ=1 = 355. Le diagramme des bifurcations pour
le cylindre χ = 10 est similaire à celui du disque avec Rec1,χ=10 = 127 et Rec2,χ=10 = 140. Le
disque infiniment mince et la sphère ont fait l'objet d'un article paru dans "Physics of Fluids"
(se reporter à l'annexe 'Publications').
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Deuxième partie
Dynamique d'un corps axisymétrique
solide mobile sous l'effet de la flottabilité
dans un fluide visqueux au repos
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Pour des nombres d'Archimède suffisamment faibles, un corps axisymétrique solide et
aplati (de rapport de forme χ > 1) se déplace sous l'effet de la flottabilité selon son axe de
révolution. Ce déplacement est rectiligne et colinéaire à l'accélération gravitationnelle. Au
delà d'un certain rapport entre effets inertiels et visqueux, la nature des trajectoires peut
s'avérer plus complexe (zigzags, dérive stationnaire, hélice, ...). On souhaite simuler de telles
trajectoires et effectuer une étude paramétrique en fonction du nombre d'Archimède Ar (ou
Ga, ou le nombre de Reynolds Re basé sur la vitesse moyenne verticale de déplacement du
corps) pour cartographier les instabilités de sillage et la dynamique de cylindres solides de
rapport de forme χ ∈ [1 : +∞] pour un rapport des masses volumiques ρs
ρf
proche de l'unité.
Dans le chapitre 6, la formulation mathématique de l'approche 'corps mobile' est exposée
et les modélisations numériques nécessaires à ce type de simulation sont décrites.
Les choix numériques adoptés seront ensuite testés (convergence en maillage) et validés
dans le chapitre 7, par confrontation avec des configurations simples (écoulement axisymé-
trique stationnaire principalement).
Le chapitre 8 s'attache à l'obtention des résultats ainsi qu'à leur interprétation. Quatre
rapports de forme sont étudiés : χ = (1; 3; 10; +∞). Pour garder le même esprit que dans la
première approche relative au 'corps fixe', les cas χ = (1; +∞) sont abordés dans ce contexte
mais de manière superficielle ; ces deux cas ne sont pas un travail complétement abouti mais
il semble intéressant de ne pas mettre de côté les quelques avancées effectuées sur ces deux
rapports de forme. Les cas χ = (3; 10) ont été la priorité de nos travaux et ont fait l'objet
d'une investigation approfondie. Le but étant une confrontation directe avec l'étude de P.C.
Fernandes, on débute ce chapitre par un rappel de ses principaux résultats expérimentaux
référents.
Le dernier chapitre de cette partie numéroté 9 tente de rassembler les résultats et de faire




Formulations pour l'approche 'corps
mobile'
6.1 Modélisation mathématique
6.1.1 Equations de Navier-Stokes en repère relatif
Le problème à poser est purement d'origine hydrodynamique si bien que les effets d'origine
thermique ne sont pas pris en compte. Soit un fluide de viscosité dynamique µf et de masse vo-
lumique ρf homogènes spatialement et temporellement (donc de viscosité cinématique ν =
µf
ρf
constante) de telle sorte que l'on considère le fluide comme newtonien et incompressible. Soit
un système de masse m, de forme axisymétrique (cylindrique ou ellipsoïdale), homogène en
masse (ρs = constante 6= ρf ) , solide caractérisé par une condition de non-glissement. L'ob-
jet est immergé dans le fluide de grande extension spatiale de telle sorte que suffisamment
loin de l'objet, le fluide reste au repos. Ainsi, la vitesse du fluide définie dans un référentiel
supposé galiléen est nulle à l'instant initial et demeure nulle pour tout instant hors des zones
perturbées (figure 6.1).
Le repère orthonormé direct cartésien Ra(O, ~exa, ~eya, ~eza) dit absolu a pour origine arbi-
traire le point noté O. Le centre de masse G de l'objet est confondu, de par l'homogénéité
du solide, au centre géométrique C. ~exa est le vecteur unitaire dirigé selon la direction de
l'accélération gravitationnelle ~g et de même sens (les directions horizontales sont notées ~eya
et ~eza). On introduit un deuxième repère R(C,~ex,~ey,~ez) relatif à l'objet d'origine C (ou G), de
vecteur unitaire ~ex dirigé selon l'axe de révolution du corps (~ey et ~ez définissant deux direc-
tions radiales de l'objet et orthogonales entre elles).
Tant que le corps subit un déplacement rectiligne dirigé selon ~exa et n'accélère pas, l'ap-




Fig. 6.1  Repérage schématique de l'objet dans l'espace fluide.
Soit ~Vf (x, y, z, t) et ~Vs(x, y, z, t), respectivement la vitesse locale du fluide et la vitesse
locale du solide à tout instant telle que :
~Vs(x, y, z, t) = ~U(x, y, z, t) + ~Ω(x, y, z, t)× ~r(x, y, z) (6.1)
avec ~U la vitesse du centre géométrique, ~Ω la vitesse angulaire de l'objet, ~r le vecteur
position ~r = ~CM = x.~ex + y.~ey + z.~ez = (xa − x0). ~exa + (ya − y0). ~eya + (za − z0). ~eza et M le
point décrivant arbitrairement l'objet.
Il est nécessaire de construire une matrice de passage entre ces deux repères pour établir
la trajectographie du système. Le choix adopté ici est une matrice de passage P telle que
P = cosϕT cosϕL −cosϕT sinϕL sinϕTcosϕRsinϕL + sinϕRsinϕT cosϕL cosϕRcosϕL − sinϕRsinϕT sinϕL −sinϕRcosϕT
sinϕRsinϕL − cosϕRsinϕT cosϕL sinϕRcosϕL + cosϕRsinϕT sinϕL cosϕRcosϕT

avec ~V (x, y, z, t) = P.~V (xa, ya, za, t)
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P est de type Roulis-Tanguage-Lacet (RTL) avec respectivement pour angles ϕR, ϕT , ϕL.
La méthode de résolution s'appuie principalement sur le repère R relatif à l'objet mais il
est nécessaire, notamment en terme de trajectographie du corps et de connaissance de ~g à
tout instant dans ce repère, de pouvoir passer dans le repère absolu Ra. Pour une variable
arbitraire ~X, on écrit ~X(x, y, z, t) = P. ~X(xa, ya, za, t).
Les conditions aux limites du problème sont :
 A la surface de l'objet : ~Vf = ~Vs
 A 'l'infini' : ~Vf = ~0
Le fluide étant newtonien et l'écoulement incompressible, les bilans de conservation de la
masse et de la quantité de mouvement du fluide s'écrivent dans le repère Ra galiléen :
∇. ~Vf = 0 (6.2)
∂ ~Vf
∂t
+ ~Vf .~∇ ~Vf = − 1
ρf
~∇P + ν∇2 ~Vf (6.3)
6.1.2 Equations de Kirchoff généralisées
Si l'on écrit le principe fondamental de la dynamique associé au torseur cinématique du
corps (~U, ~Ω) c'est à dire la conservation de la quantité de mouvement et du moment cinétique










+ ~Ω× ((J).~Ω) = ~Γhyd (6.5)
avec I la matrice identité, J la matrice d'inertie de l'objet et ( ~Fhyd, ~Γhyd) les efforts exer-
cés globaux (potentiels+visqueux) exercés par le fluide sur le corps solide indéformable. Les
termes ~Ω× (.) dans les équations (6.4) et (6.5) proviennent de la rotation du corps qui, dans
le repère fixe, induit une accélération complémentaire.
Dans le cas où l'écoulement autour du corps est potentiel et au repos à l'infini, la quantité
de mouvement et le moment cinétique se mettent sous la forme A.~U et D.~Ω ; A et D sont les
tenseurs de masse ajoutée respectivement en translation et en rotation ne dépendant que de













+ ~Ω× ((J+ D).~Ω) + ~U × ((A).~U) = ~0 (6.7)
Ces équations, obtenues par Kirchhoff en 1869, décrivent le mouvement d'un corps indé-
formable dans un fluide parfait au repos à l'infini. L'étape suivante est d'établir comment
ces équations se transforment lorsque l'écoulement contient de la vorticité. Ce problème a
été résolu par Howe en 1995 et revisité par Mougin et Magnaudet en 2002. Ces auteurs ont
montré que les équations du mouvement du corps conservent la forme (6.6)-(6.7), à condition
de rajouter au second membre la force ~Fω et le moment ~Γω induits par la présence de vorticité.










+ ~Ω× ((J+ D).~Ω) + ~U × ((A).~U) = ~Γω (6.9)
Le point crucial dans les équations (6.8) et (6.9) est que les effets de l'accélération instan-
tanée du corps (effets de masse ajoutée) conservent la même expression qu'en fluide parfait.
En particulier, les tenseurs de masse ajoutée A et D ne sont pas affectés par la présence de
la vorticité ce qui signifie notamment qu'ils sont indépendants du nombre de Reynolds et de
l'histoire de l'écoulement.
6.1.3 Coefficients d'inertie et de masse ajoutée
Soient des corps cylindriques caractérisés par leur rapport de forme χ (voir figure 1.3) :
χ = D
H
avec D le diamètre caractéristique du corps,
et H la longueur transverse au diamètre.
Les expressions des coefficients d'inertie propre pour des systèmes cylindriques sont connues
analytiquement. J1 et J2 sont les coefficients d'inertie propre en rotation respectivement autour
de l'axe de révolution du corps et autour d'une direction radiale. Les expressions analytiques
correspondantes sont :


































La matrice d'inertie propre en translation M et en rotation J dans la base cartésienne
(~ex,~ey,~ez) relative au corps, dont l'axe ~ex est l'axe de révolution de l'objet s'écrit :
M =
 m 0 00 m 0
0 0 m
 ; J =
 J1 0 00 J2 0
0 0 J2

De la même manière, on définit deux matrices diagonales (du fait des symétries de la
géométrie employée) en translation et rotation pour les effets de masse ajoutée notées respec-
tivement A et D. Elles s'écrivent dans la même base (~ex,~ey,~ez) :
A =
 A 0 00 B 0
0 0 B
 ; D =
 0 0 00 Q 0
0 0 Q

Le terme Dxx est nul car la rotation autour de l'axe ~ex n'induit dans l'hypothèse par-
faite aucun déplacement de fluide environnant l'objet. Il n'existe, par contre, pas de solution
analytique pour les coefficients de masse ajoutée pour les 'disques' épais. Cependant, Loe-
wenberg a obtenu numériquement (cf. Loewenberg (1993a), (1993b) et (1994)) des valeurs
approchées pour les coefficients de masse ajoutée en translation (A, B). Nous nous proposons
ici de retrouver numériquement ces coefficients de masse ajoutée et d'étendre ces résultats
au coefficient de masse ajoutée en rotation Q. Il est possible en effet par imposition d'une
accélération constante en translation ou en rotation d'estimer ces différents termes : soit un
corps initialement immobile dans un fluide au repos. A l'instant initial, on impose numéri-
quement une accélération constante (en translation ou en rotation). En translation, les forces
qui vont être ainsi générées et exercées sur l'obstacle par le fluide sont, d'une part, d'origine
visqueuse ( ~Fω) et, d'autre part, inertielle ( ~Fp). En rotation, le même constat s'opère avec la
décomposition du moment ( ~Γω et ~Γp). Aux temps courts, les forces d'origine visqueuse sont
négligeables et ainsi seuls les effets inertiels sont ressentis (cf. Mougin & Magnaudet (2002a)
pour la démonstration). On peut écrire dans le cas général, pour une accélération constante
~at en m.s−2 et/ou une rotation constante ~ar en s−2 :
∑
~F = A.~at ;
∑
~Γ = D. ~ar (6.13)
~Fp ≈ A.~at ; ~Γp ≈ D. ~ar (6.14)
Connaissant ~Fp et ~Γp (calculs aux temps courts des efforts intégrés sur l'obstacle) et impo-
sant les accélérations linéaires ou angulaires, on détermine les coefficients de masse ajoutée.
La figure 6.2-a présente les résultats obtenus sur le coefficient A en translation colinéaire à
l'axe de révolution du corps pour des cylindres dont χ est dans la gamme [1 : +∞].
103
APPROCHE 'CORPS MOBILE'
Pour la même gamme de rapport de forme (χ−1 ∈ [0 : 1]), la figure 6.2-b présente les
résultats obtenus sur le coefficient B en translation perpendiculaire à l'axe de révolution du
corps.
Les coefficients illustrés en figures 6.2 sont adimensionnés par une masse caractéristique
basée sur la masse volumique du fluide et le diamètre de l'objet : A∗ = A
ρf .d3
; B∗ = B
ρf .d3
. Ces
résultats sont confrontés avec ceux obtenus par Loewenberg. Les figure 6.2 montrent un ex-
cellent accord qui conforte la méthodologie employée pour estimer les effets de masse ajoutée.
(a) (b)
Fig. 6.2  Coefficients de masse ajoutée : (a)- en translation colinéaire à l'axe de révolution ;
(b)- en translation perpendiculaire à l'axe de révolution.
La figure 6.3 présente les résultats obtenus pour une accélération angulaire autour d'une
direction angulaire. Plus précisément, la rotation a été effectuée autour de différentes direc-
tions radiales pour vérifier le faible impact des erreurs numériques générées sur la symétrie
du système. Le coefficient Q est adimensionné par la même masse caractéristique et par une
surface caractéristique basée toujours sur le diamètre de l'objet : Q∗ = Q
ρf .d5
.
Le coefficient Q∗ montre une variation faible tant que le rapport de forme est suffisamment
élevé (i.e. cylindre aplati) : pour des rapports de forme χ > 2, l'impact de la surface latérale
du cylindre sur la variation de Q∗ peut-être négligée. Au contraire, pour les coefficients en
translation, il existe une dépendance entre la hauteur du cylindre et la valeur de A∗ et de B∗.
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Fig. 6.3  Coefficient de masse ajoutée en rotation transverse à l'axe de révolution.
Pour le cas du disque (χ→ +∞), il existe des solutions analytiques (cf. Lamb (1932)) :
A∗ −→ 1
3
; B∗ −→ 0 ; Q∗ −→ 1
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Les résultats numériques obtenus dans le cas du disque sont consistants avec les solutions
analytiques avec une incertitude relative de l'ordre de 2% sur le coefficient en translation A∗
et de l'ordre de 8% sur le coefficient en rotation Q∗.
6.2 Modélisation numérique
Ce travail est la continuité des travaux menés dans le cadre de la thèse de G. Mougin
(2002). Notre étude reprend les développements numériques employés par Mougin et al. pour
décrire le mouvement d'une bulle ellipsoïdale, mais appliqués maintenant aux objets solides
cylindriques. Ici ne sont présentées que les grande lignes de la méthodologie employée pour
l'approche 'corps mobile' et plus de détails sont fournis dans la thèse précédemment citée.
6.2.1 Ecriture générale
L'une des difficultés est de 'suivre' justement numériquement l'objet lorsqu'il se déplace
au sein du fluide. Deux types de résolutions sont possibles :
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 soit on utilise un maillage déformable de dimension spatiale très importante pour obser-
ver des instabilités de sillage pleinement développées. Cela revient à construire numé-
riquement une démarche expérimentale consistant à lâcher un corps dans une cuve de
grande taille. La mise en oeuvre numérique d'une telle méthode implique la déformation
du maillage pour épouser le corps durant son déplacement. Ainsi, hors des zones pertur-
bées par l'interaction fluide-solide, le maillage généré reste fixe. Le repère de référence
est le repère absolu Ra(O, ~exa, ~eya, ~eza).
 soit on utilise un maillage non déformable lié, non pas à la structure du domaine
fluide, mais au corps solide lui-même. Dans ce contexte, le repère de référence devient
R(C,~ex,~ey,~ez).
Puisqu'elle permet d'utiliser un domaine moins étendu et un maillage non déformable
facilitant l'écriture des équations de conservation, la deuxième solution a été adoptée. Pour
des raisons évidentes de facilité d'interprétation, il paraît judicieux d'accéder directement
aux grandeurs primitives absolues et non pas relatives (champs de vitesse du fluide et du
solide). Cependant, à cause de l'emploi d'un maillage lié au corps, ces grandeurs doivent
être exprimées dans le référentiel non galiléen R (et non pas dans le référentiel absolu Ra).
En effet, le traitement d'un champ de vitesse quasi-nulle à 'l'infini' s'avère moins contraignant.
En particulier, les conditions aux limites, posées hors de la zone perturbée par le corps,
brident le pas de temps moins sévèrement (principalement lorsque le système est en rotation).
Ces considérations numériques seront détaillées dans la section 'conditions aux limites'.
Les bilans de masse et de quantité de mouvement s'écrivent dans R non galiléen :
∇.( ~Vf − ~Vs) = 0 (6.15)
∂ ~Vf
∂t
+ ~Ω× ~Vf + ( ~Vf − ~Vs).~∇ ~Vf = − 1
ρf
~∇P + ν∇2 ~Vf (6.16)
On projette alors les équations (6.15) et (6.16) dans le système de coordonnées curvilignes
orthogonales (pour des raisons de simplification d'écriture, les variables scalaires et vectorielles
liées au fluide sont notées respectivement Xf=X et ~Xf= ~X) :
∂Vi
∂t
= −ijk.(Ωj.Vk − Ωk.Vj)

















∇.(j)Vj = 0 (6.18)
(se reporter à la section 2.2.1 pour la signification des différents termes).
6.2.2 Discrétisation spatiale
La méthodologie est la même que celle présentée dans la section 'Discrétisation spatiale'
du chapitre relatif à l'approche 'corps fixe'. Les termes supplémentaires (par rapport aux
équations (2.3)-(2.4) sont calculés au point désiré par projection : par exemple, (~Ω × ~V ).~ei
au noeud d'indice ′i′ ; ce pseudo-terme de Coriolis est intégré sur le volume élémentaire V de




La méthodologie est la même que celle présentée dans la section 'Discrétisation temporelle'
du chapitre relatif à l'approche 'corps fixe'. Les termes supplémentaires sont traités de manière
explicite dans l'algorithme de Runge-Kutta d'ordre 3 ce qui n'altère pas la précision du schéma
qui reste O(∆t2) en temps. Néanmoins, le couplage avec les équations régissant le mouvement
du solide va diminuer l'ordre général en temps. Ce point sera abordé dans les paragraphes
suivants.
Du fait de la rotation solide du maillage, le déplacement des cellules loin du corps peut
devenir très important et amener la création d'instabilités numériques (principalement lorsque
les champs à traiter sont perturbés près des frontières extérieures du domaine). Une condition
nécessaire et suffisante sur la valeur maximale du pas de temps ∆t est rajoutée pour prévenir






La difficulté dans la discrétisation temporelle de l'approche 'corps mobile' provient du
couplage entre les deux systèmes d'équations (Navier-Stokes et Kirchhoff) et de la résolution
itérative de ce système couplé.
Soient les champs de vitesse/pression (~V n;P n) liés au fluide et le torseur cinématique
(~Un; ~Ωn) lié au corps à l'instant d'indice ′n′. La première étape consiste à résoudre les équa-
tions de Navier-Stokes et l'incompressibilité du fluide pour une condition cinématique donnée.
Cette dernière étant fixée, on obtient un nouveau champ de vitesse/pression (~V QS;PQS) pour
le fluide. Figer le torseur cinématique (~Un; ~Ωn) revient à négliger, non pas l'interaction directe
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entre le fluide et le corps, mais seulement la capacité du fluide à modifier le torseur cinéma-
tique. On parle ici d'un déplacement "quasi-statique" (noté QS). Les efforts hydrodynamiques
mesurés à partir de cette configuration provisoirement figée sont alors dus aux contribu-
tions visqueuses et inertielles liées au déplacement "quasi-statique" (~Fω et ~Γω par diffusion-
advection de vorticité). Notons qu'une partie des effets de masse ajoutée est prise en compte
dans cette étape quasi-statique : ~Ω×((A).~U) pour la translation et ~Ω×((J+D).~Ω)+~U×((A).~U)
pour la rotation. Par contre, du fait de cette résolution "quasi-statique", les contributions de
masse ajoutée liées aux accélérations (linéaire et angulaire) du corps ne sont pas contenues
dans ~FQS et ~ΓQS ; il faut donc tenir compte explicitement de A.d
~U
dt
pour la translation et de
D.d~Ω
dt
pour la rotation dans l'écriture des équations de Kirchhoff (voir équations (6.8)-(6.9)).
Fig. 6.4  Etapes de l'avancement en temps.
A partir des équations (6.8) et (6.9), on détermine le nouveau torseur cinématique à l'ins-
tant d'indice ′n+1′ (~Un+1; ~Ωn+1). Il faut alors résoudre une seconde fois l'équation de Poisson
(2.12) afin de respecter l'incompressibilité du fluide et la nouvelle condition cinématique. Les
différentes étapes du couplage Navier-Stokes/Kirchhoff au cours d'un pas de temps sont illus-
trées en figure 6.4. Pour des questions de stabilité numérique, un schéma de type Runge-Kutta
a été préféré à un schéma de type Euler et basé sur une anticipation des termes de masse
ajoutée. Soit (Uni ; Ω
n
i ), le torseur cinématique lié au déplacement du corps solide à l'instant
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′n′. On souhaite connaître l'évolution temporelle de ces deux champs au cours d'un pas de
temps ∆t pour estimer les nouveaux champs (Un+1i ; Ω
n+1
i ). Soit k = (1, 2, 3), les pas inter-
médiaires effectués dans la décomposition due à l'algorithme de Runge-Kutta. Les équations




= −γk([~Ωk−1 × (mI+ A).~Uk−1]i −m(1− ρf
ρs
)gk−1i )








= −γk([~Ωk−1 × ((J+ D).~Ωk−1)]i)
−ζk([~Ωk−2 × ((J+ D).~Ωk−2)]i)
+δk3([~Ω
n × ((D).~Ωn)]i + Γn+1QS,i) (6.20)
avec (γk; ζk), les coefficients du schéma de type Runge-Kutta (RK3) (se reporter à la
section 2.2.3). On peut noter bien sûr : (~U ; ~Ω)n = (~U ; ~Ω)k=0 et (~U ; ~Ω)n+1 = (~U ; ~Ω)k=3.
Comme l'ont montré Mougin & Magnaudet (2002a) dans une analyse aux temps courts
du système couplé Navier-Stokes/Kirchhoff, la précision générale en temps est O(t) lorsque
le fluide est libre de glisser à la surface du corps et devient O(
√
t) pour un corps solide.
De manière qualitative, cette diminution est due à la génération d'une couche de vorticité
(couche de Stokes) induite par le saut de vitesse tangentielle autour de l'obstacle lors de
l'incrémentation de la vitesse ~U et du taux de rotation ~Ω. Différents tests (transitoire menant
à des régimes rectilignes stables, impact sur l'amplitude du mouvement lors d'oscillations
auto-entretenues) ont été effectués en bridant volontairement le pas de temps. Ces tests ont
montré que compte tenu des faibles ∆t utilisés, cette erreur reste faible.
Il est à noter que le développement de cette couche de Stokes est faible dans nos simula-
tions ; celle-ci ayant une épaisseur caractéristique inférieure à l'épaisseur des mailles l'entou-
rant. En effet, cette couche de Stokes a une épaisseur caractéristique δs ∼
√
ν∆t. Or, du fait
de la condition de stabilité de type CFL, on peut écrire que δs ≈ (Re∆xD )−
1
2 ∆x. Les zones de
plus grande vitesse étant situées autour de l'obstacle et les mailles y étant les plus fines, ∆x est
connu (∆x ≈ 10−2D) donc pour des nombres de Reynolds suffisamment élevés (Re > 10+2),
on a donc toujours δs < ∆x.
6.2.4 Conditions aux limites
Conditions similaires à l'approche 'corps fixe'
Le traitement numérique des conditions singulières (arête du disque et axe singulier) ainsi
que celui de la condition de non-glissement appliquée à la surface de l'objet (zone 'A' sur la
figure 6.5) est similaire à celui utilisé dans l'approche 'corps fixe'.
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Conditions de fermeture du domaine
Résolvant les équations de Navier-Stokes dans le repère R relatif à l'obstacle, les rotations
du corps entraînent que toute zone délimitant la surface extérieure du domaine est susceptible
d'avoir à jouer le rôle de tampon (i.e. sortie) en évacuant la vorticité générée dans le sillage
du corps, le reste du pourtour pouvant être considéré comme non-perturbé et pouvant donc
satisfaire approximativement une condition de nullité du champ de vitesse.
Fig. 6.5  Schéma descriptif des conditions aux limites extérieures.
Les rotations du corps pouvant être complètes (tumbling, virevolte), il a été adopté un
traitement sélectif et instationnaire des zones où sont appliquées une condition de type 'sortie'.
Le critère de sélection est basé sur le signe de la composante de vitesse normale connue dans
la cellule intérieure et adjacente à la facette de sortie. On peut admettre le fait que la zone
'amont' (là où va l'objet) correspond à une zone non-perturbée où le fluide est repoussé par
l'avancement du corps (ce qui correspond à une vitesse normale sortante du domaine). De la
même manière, la zone 'aval' (là d'où vient l'objet) correspond préférentiellement au sillage
où le fluide est entraîné par le déplacement du corps (i.e. la vitesse est entrante dans le
domaine). On impose alors le champ de vitesse (composante normale Vn et tangentielle Vt)
dans les cellules fictives (zone 'B' sur la figure 6.5) correspondant à la fermeture du domaine
de résolution des équations de la quantité de mouvement suivant la convention :
vitesse normale sortante => Vn = 0 ; Vt = 0
vitesse normale entrante => ∂
2Vn
∂x2n
= 0 ; ∂Vt
∂xn
= 0




Différents tests ont été effectués en ce qui concerne le confinement artificiel lié à la distance




Validations pour l'approche 'corps
mobile'
La convergence en maillage étudiée dans le cadre 'corps fixe' a été retestée dans le cadre
'corps mobile'. La finesse de maillage trouvée dans le chapitre 3 et employée dans le chapitre
4 a prouvé son bon comportement dans cette nouvelle approche en termes de :
 description de la zone proche de la surface de l'obstacle
 développement des structures tourbillonnaires dans le sillage
La dynamique des corps en mouvement dans la gamme des paramètres adimensionnels étu-
diés n'altère pas de manière fondamentale les caractéristiques globales (longueur et fréquence
de détachement tourbillonnaire, pas de crise de la traînée i.e. apparition de la turbulence) des
sillages observés dans l'approche 'corps fixe'. Les simulations numériques directes des deux
approches utilisent donc le même type de maillage. Tout de même, deux nouveaux tests sont
présentés dans le paragraphe 'convergence en maillage'.
Auparavant, le traitement des conditions de fermeture du domaine (une des différences
majeures avec l'approche précédente) sera abordé en détail ; ce point a fait l'objet de longues
investigations à cause de difficultés importantes rencontrées durant le développement de ces
conditions, notamment liées à l'apparition d'instabilités numériques.
7.1 Impact des conditions de fermeture
Dans le cas de l'approche 'corps fixe', la direction de l'écoulement est connue suffisam-
ment loin de l'obstacle. Au contraire, pour l'approche 'corps mobile', la dynamique du corps
solide n'est pas connue à l'avance et la résolution du problème s'effectuant dans le repère R
relatif à l'objet, toutes les facettes sont susceptibles d'avoir à évacuer la vorticité existant
dans le sillage. Dans le cas d'un mouvement en zigzag (fluttering en anglais ; oscillations auto-
entretenues du corps avec un angle maximal inférieur à pi
2
entre l'axe de symétrie du corps et
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le vecteur gravité, se reporter au chapitre 8), une solution simple est d'imposer une condition
de sortie sur la frontière située en aval du corps. Cette solution n'est cependant pas robuste si
le corps effectue un mouvement de type autorotation (tumbling en anglais ; rotation complète
de l'objet par rapport au vecteur gravité). Le choix retenu est donc l'utilisation de conditions
de fermeture pouvant traiter ce cas extrême.
La première question a été : est-ce que la condition de sortie type 'corps fixe' reste valable
dans ce contexte ? Le test, présenté dans la section suivante, confronte donc ce type de condi-
tion appliquée sur la frontière aval avec la condition de sortie de type 'corps mobile' appliquée
sur tout le bord du domaine, lorsque le mouvement du corps zigzague. La deuxième question
a été : est-ce que la condition de sortie de type 'corps mobile' supporte une autorotation ? Un
test consiste à imposer une dynamique complexe à l'objet (translation et rotation complète)
amenant toutes les facettes du bord du domaine à intersecter le sillage du corps (on compare
cette condition avec celle de type 'corps fixe' appliquée cette fois-ci sur tout le pourtour du
domaine).
7.1.1 Confrontation des deux types de condition de sortie en régime
de virevolte
Fig. 7.1  Oscillations auto-entretenues pour cylindre χ = 2 (Ar = 100) : Isocontours de
pression près de la frontière du domaine : (a) - type Dirichlet sauf facette de droite (C.L. de
type 'sortie fixe') ; (b) - C.L. de type 'sortie mobile'.
La figure 7.1 présente des isocontours de pression dont les valeurs sont très faibles compa-
rées à celles observées au niveau de l'obstacle (< 1% de pmax) dans une coupe Oxy. Les zones
claires correspondent aux zones où l'écart à la pression de référence (pref = 0) est grand ; les
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zones sombres à celles où l'écart est faible (zone faiblement perturbée par l'interaction fluide-
solide). Le régime hydrodynamique observé est l'écoulement autour d'un cylindre de rapport
de forme χ = 2 pour un nombre d'Archimède Ar = 100 (basé sur le rayon équivalent, se
reporter au chapitre 1) et un rapport de masse volumique ρs
ρf
proche de l'unité. La dynamique
de l'objet présentent des zigzags. Le mouvement du corps est contenu dans le plan ( ~exa , ~eya)
, ~exa étant la direction de la gravité et ~eya la direction horizontale. Le plan ( ~exa , ~eya) dans Ra
reste parallèle au plan (~ex, ~ey) dans R. La figure 7.1 présente ce plan.
Le sillage est évacué majoritairement par la frontière de droite. On impose la nullité du
champ de vitesse (condition de Dirichlet) sur la frontière de gauche et sur la surface latérale.
A droite, la condition de sortie de type 'corps fixe' est :
δ3P
δx2nδxt




Cette condition est nommée 'C.L. No 1FIX' sur le graphe 7.1-a. La condition de sortie
de type 'corps mobile' appliquée à tout le pourtour est :
vitesse normale sortante => Vn = 0 ; Vt = 0
vitesse normale entrante => δ
2Vn
δx2n
= 0 ; δVt
δxn
= 0




Cette condition est nommée 'C.L. No 2MOB' sur le graphe 7.1-b. Les deux approches
ayant conduit à la figure 7.1 ont donné les mêmes résultats en termes de trajectoire et d'in-
clinaison du corps. Les figures 7.1-a et 7.1-b sont en bon accord sur la description du sillage
(zones claires). Il existe cependant des différences sur les faibles valeurs de pression (la pression
dans une zone non-perturbée doit tendre vers la valeur de référence, i.e. zone sombre). Si l'on
s'attache à la frontière amont (à gauche), il apparaît un gradient de pression majoritairement
perpendiculaire à la frontière (voir figure 7.1-a) avec la 'C.L. No 1FIX, non visible sur la
figure 7.1-b avec la 'C.L. No 2MOB'.
De faibles écarts sont observés sur les grandeurs dont les amplitudes sont négligeables,
par exemple, pour les variables relatives aux déplacements dans la deuxième direction hori-
zontale ~eza (Uza , Ωya , ...). La figure 7.2 illustre ce fait en présentant l'évolution des moments
horizontaux exercés par le fluide sur l'obstacle durant les oscillations de celui-ci. L'amplitude
et la fréquence du moment M∗ya (M
∗= Γ
∆ρgVobsD ) est similaire pour les deux approches mais la
précession (très faible) du corps dans le plan horizontal (liée à l'apparition de M∗za non nul)
est différente. Dans certains cas physiques, en utilisant la condition 'C.L. No 1FIX' , il est
apparu des instabilités numériques (de taux de croissance bien plus faible que celui de l'insta-
bilité physique) et aux temps très longs, la solution numérique peut diverger (non illustré).
Cet inconvénient majeur n'est pas apparu avec la 'C.L. No 2MOB' (avec l'emploi du critère
CFL en rotation, se reporter à la section 6.2.3).
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Fig. 7.2  Oscillations auto-entretenues pour cylindre χ = 2 à Ar = 100 : Diagramme des
moments horizontaux (M∗ya ,M
∗
za) exercés sur l'obstacle avec condition sur la frontière exté-
rieure du domaine : (a)- de type Dirichlet sauf facette à droite de type 'sortie fixe' ; (b)- de
type 'sortie mobile'.
7.1.2 Confrontation des deux types de condition de sortie en régime
d'autorotation
Le test effectué ici est bien plus critique que le précédent : on impose un mouvement
bidimensionnel dans le plan ( ~exa, ~eya) complexe et violent comparé à ceux que l'on souhaite
simuler. Le mouvement de l'objet est de type :











= 200. La figure 7.3 présente les isocontours de faibles valeurs de pression (se
reporter à la section précédente pour le code de couleur) pour les deux types de condition de
sortie.
Du fait de la rotation complète de l'objet, la condition 'C.L. No 1FIX' est appliquée sur
tout le bord du domaine. Les sous-figures (a-d), (b-e), (c-f) et (d-g) correspondent à quatre
instants donnés. On constate sur les trois derniers instants que la condition 'C.L. No 1FIX'
n'est pas suffisamment forte et crée un bruit numérique (zones claires au niveau des surfaces
latérales) susceptible de venir altérer la zone d'étude proche de l'obstacle (zones claires rela-
tives aux surpressions et dépressions physiques dans le sillage). Au contraire pour les mêmes
faibles valeurs de pression (< 1% de pmax avec pref = 0), seules les variations de pression dans
le sillage sont décelées lors de l'utilisation de la 'C.L. No 2MOB'.
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Fig. 7.3  Isocontours de pression proches de la valeur de référence à différents instants pour
un mouvement de translation et de rotation imposées pour χ = 2 à Re ≈ 200 : (a,b,c,d)-
condition sur la frontière du domaine de type 'sortie fixe' ; (e,f,g,h)- condition sur la frontière
de type 'sortie mobile'.
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Au vu des différents tests effectués, la 'C.L. No 2MOB' paraît suffisamment robuste pour
ne pas venir déstabiliser la simulation et suffisamment perméable pour traiter correctement
l'évacuation de vorticité contenue dans le sillage de l'objet.
7.2 Convergence en maillage
L'étude de la convergence en maillage effectuée dans le cadre des corps fixes s'est avé-
rée consistante dans le cadre des corps mobiles. Deux vérifications sont présentées dans les
sections suivantes : la première porte sur la discrétisation spatiale dans les directions longi-
tudinale et radiale ; la seconde concerne la direction azimutale (même esprit que l'approche
précédente).
7.2.1 Convergence dans les directions radiale et longitudinale
D'un point de vue chronologique, la convergence en maillage a été étudiée sur des dy-
namiques en zigzag (oscillations auto-entretenues d'amplitude finie avec conservation d'une
symétrie plane). Mais au cours de l'étude paramétrique (Re, χ), il a été observé des régimes
faiblement instationnaires capables de briser cette symétrie (se reporter au chapitre 8). Il nous
a paru nécessaire de re-vérifier l'influence du maillage sur l'apparition de ces régimes com-
plexes. Quatre résolutions pour les directions longitudinale et radiale sont comparées. Pour
ces quatre maillages, la distance entre l'obstacle et le bord du domaine est de l'ordre de 10D.
La direction azimutale est décrite par NK = 32 plans (NK = 64 fournit les mêmes résultats,
se reporter à la section suivante). Le tableau ci-dessus récapitule les différentes tailles carac-
téristiques des cellules sur l'obstacle et dans le sillage :
Numéro maillage ∆xarete/D ∆yarete/D ∆yaxe/D ∆xx=2D/D
1 0,0100 0,0100 0,050 0,10
2 0,0075 0,0075 0,075 0,15
3 0,0050 0,0050 0,075 0,15
4 0,0100 0,0100 0,075 0,25
Les maillages No 1, No 2 et No 3 ont pour but de vérifier si la taille caractéristique des
cellules choisies dans l'approche 'corps fixe' (pour le traitement des coins des cylindres) reste
valable ici. Le maillage No 4 a pour but de vérifier l'influence de la discrétisation du sillage
proche (zone de recirculation en configuration axisymétrique).
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Fig. 7.4  Influence des résolutions longitudinale et radiale sur la relation entre vitesse de
déplacement horizontale Uh et vitesse de rotation associée Ωz pour un cylindre χ = 10 dans
un régime faiblement instationnaire (Rem ≈ 160).
La figure 7.4 présente les résultats obtenus pour les quatre maillages en simulant un régime
hydrodynamique faiblement instationnaire correspondant à un cylindre de rapport de forme
χ = 10 à Ar = 50 (Rem ≈ 160 basé sur la vitesse verticale moyenne), pour un rapport de
masse volumique proche de l'unité. Le corps se déplace dans un plan (dont l'un des vecteurs
est colinéaire à ~g) avec une dérive horizontale moyenne non nulle (i.e. une vitesse moyenne
horizontale non nulle). Le cylindre oscille légèrement avec une rotation perpendiculaire au
plan du mouvement : l'angle α entre ~U et ~g est de l'ordre de deux degrés avec une valeur
moyenne du même ordre de grandeur. La figure 7.4 montre l'évolution, lorsque l'instabilité
est quasi-saturée, de la rotation Ωz du corps en fonction de la vitesse horizontale Uh = Uya(t).
L' adimensionnalisation du système est effectuée avec la vitesse instantanée Uv = Uxa(t).
La figure 7.4 montre que les maillages No 1, No 2 et No 3 fournissent les mêmes résultats.
Le comportement observé pour le maillage No 4 (le plus sous-résolu dans le sillage proche de
l'obstacle) est similaire mais des écarts sont observés sur les amplitudes du mouvement.
7.2.2 Convergence dans la direction azimutale
Une sous-résolution dans la résolution azimutale (NK = 16) joue un rôle prépondérant
vis-à-vis de la brisure ou non de la symétrie plane (même constat que pour l'approche 'corps
fixe') et donc sur la nature des régimes observés. Comme pour l'approche 'corps fixe', la
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résolution avec seize plans azimutaux ne s'est pas avérée suffisante. La résolution NK = 32
retrouve les mêmes résultats que la résolution NK = 64 (respect de la symétrie des solutions).
Des tests ont été effectués dans le cas de dynamique en zigzag et dans des régimes fai-
blement instationnaires (se reporter à la section précédente). Le test présenté ici est le lâcher
d'un disque, dont l'axe de symétrie est initialement perpendiculaire à la gravité, avec une
forte perturbation initiale sur sa vitesse de rotation Ωza (I
∗ = 0.16 - Rem ≈ 300, se reporter
au chapitre 1 pour la définition du moment d'inertie adimensionnel I∗).
θ
(a) (b)
Fig. 7.5  Influence de la résolution azimutale sur le lâcher d'un disque (I∗ = 0.16) avec axe
de symétrie parallèle au vecteur gravité et forte perturbation initiale sur Ωz : (a)- Diagramme
des phases (Uh, θ) ; (b)- Déplacement du corps dans le plan (~ex, ~ey).
La résolution NK = 32 est consistante avec la résolution NK = 64 pendant la phase
d'accélération du corps liée aux effets de flottabilité sur l'inclinaison θ de l'axe de symétrie de
l'objet par rapport à ~g et son déplacement dans le plan ( ~exa , ~eya). Des écarts sur les variables
liées à son déplacement dans la direction ~eza sont observés mais leurs ordres de grandeur
restent négligeables au cours de ce transitoire.
7.3 Le choix adopté
Le choix adopté est un maillage dont les conditions de fermeture sont distantes de 10D. La
raison géométrique est bloquée dans le sillage entre x = 1D et x = 3D pour bien capturer le
sillage (∆xsil ≈ 0.1D). L'arête du disque est décrite par des cellules ∆xsing = ∆ysing = 0.01D.




Résultats pour l'approche 'corps mobile'
8.1 Les données de références : les expériences de Fer-
nandes (2005)
L'étude physique d'un corps solide cylindrique isolé et en ascension dans un fluide visqueux
se déplaçant sous les effets de la flottabilité a été réalisée par Fernandes et al. (2005). Les
rapports de forme (2, 3, 4, 6, 10) ont été préférentiellement étudiés. Le contrôle expérimental
sur la forme de l'objet (rapport de forme, volume) est de l'ordre de 1%. Numériquement, nous
nous sommes focalisés sur les rapports χ = 3 et χ = 10 pour des raisons qui sont expliquées
dans les prochains paragraphes. Pour connecter les deux approches 'fixe' et 'mobile', des si-
mulations ont aussi été réalisées pour le cylindre épais χ = 1 et le disque infiniment mince.
Le rapport de masse volumique solide/fluide est proche de l'unité et légérement inférieur :
la flottabilité induit une ascension du corps. L'écart maximal estimé expérimentalement est
de l'ordre de 1%. Numériquement, nous imposons ρs
ρf
= 0.99. Il est à noter que deux séries de
tests ont été effectués avec ρs
ρf










= 0.95 a montré des écarts non-négligeables comparé à ρs
ρf
= 0.99 ; ces écarts ne
portent pas sur la nature des régimes hydrodynamiques mais sur les amplitudes de dé-
placement du corps, son inclinaison, etc...




la vitesse moyenne verticale d'ascension du corps. Tant que le corps se déplace avec son axe de
révolution parallèle à la gravité et de manière stationnaire, le lien entre ce nombre de Reynolds
et celui défini dans l'approche 'corps fixe' est direct et l'équilibre des forces appliquées sur
l'obstacle s'écrit :













Le nombre adimensionnel dit de Galilée Ga, étendu aux rapports de masse volumique
ρf
ρs
non-négligeable, se construit comme un rapport entre effets inertiels et visqueux en introdui-





















Toujours tant que Rem = Re, les variations de Cd avec χ, et pour des nombres de Reynolds
modérés, sont faibles (i.e. impact de la contrainte tangentielle visqueuse exerçée sur la surface























Pour résumer les différents régimes hydrodynamiques observés expérimentalement par
Fernandes et al., la figure 8.1 présente en trait noir continu, le nombre de Reynolds critique
Rec1,χ lié à la perte de stabilité de la solution AXI obtenue en 'corps fixe' et en pointillés
correspond au seuil d'appparition de l'instationnarité en 'corps mobile'.
On distingue trois régions découpant l'espace (χ,Rem) relatives à trois régimes :
 les régimes où la trajectoire est rectiligne verticale (noté RV ).
 les solutions de type 'oscillations auto-entretenues' ou régime Zig − Zag (noté ZZ)
avec un déplacement moyen horizontal nul et une inclinaison par rapport à la gravité de
l'axe de révolution du corps (notée prochainement θ) n'excédant jamais 45(en moyenne
nulle).
 la région nommée "twilight zone" (en hommage à une ancienne et énigmatique série de
science-fiction, intitulée "la quatrième dimension" en version française).
Le régime RV correspond à une solution stationnaire où l'axe de révolution du corps est
colinéaire à ~g. Le régime ZZ est instationnaire et montre un déplacement moyen horizon-
tal nul avec une inclinaison θ (entre la gravité et l'axe de révolution du corps) en moyenne
nulle et n'excédant jamais en amplitude 45. Pour les faibles rapports de forme (χ < 5), la
transition AXI <=> BF obtenue en 'corps fixe' (se reporter au chapitre 4) semble coincider
sur la valeur de Re avec RV <=> ZZ en 'corps mobile'. Au contraire, l'expérience menée
sur les cylindres de rapport χ > 5 révèle l'apparition de régimes instationnaires pour un Re
nettement supérieur à celui obtenu en 'corps fixe' : l'écart entre les transitions AXI <=> BF
obtenue en 'corps fixe' et RV <=> ZZ obtenue en 'corps mobile' atteint plus de 50% pour
les cylindres très aplatis.
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Fig. 8.1  Nombre de Reynolds critique : en trait continu, bifurcation AXI <=> BF en 'corps
fixe' ; en pointillé, apparition de l'instationnarité en 'corps mobile' (Fernandes (2005)).
(a) (b)
Fig. 8.2  Photographies du sillage d'un cylindre χ = 2 : (a)- ascension rectiligne à Rem ≈
100 ; (b)- oscillation auto-entretenue pour Rem ≈ 250 (Fernandes (2005)).
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Ce constat est surprenant puisque l'on se serait attendu à une déstabilisation plus précoce
du système en 'corps mobile' liée à l'augmentation des degrés de libertés. La "twilight zone"
est délimitée par ces deux transitions.
La figure 8.2 illustre les deux types de régime hydrodynamique observés par Fernandes et
al. (RV et ZZ) : le graphe (a) présente la visualisation, par injection de colorant, du sillage
d'un cylindre χ = 2 pour Rem ≈ 100 (trajectoire rectiligne verticale) ; le graphe (b) présente la
visualisation d'un régime d'oscillations auto-entretenues (fluttering en anglais) d'un cylindre
χ = 2 pour Rem ≈ 250.
L'existence de la "twilight zone" pour χ > 5 et sa non-existence pour χ < 5 a motivé
l'étude numérique de la dynamique d'un corps peu aplati et d'un corps très aplati. Le recueil
de données réalisé expérimentalement par Fernandes et al. (2005) est important pour χ = 3
et pour χ = 10, d'où notre choix de rapport de forme pour l'investigation numérique qui
explique aussi celui adopté dans le cadre 'corps fixe'.
Fig. 8.3  Conventions sur le repérage.
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Les oscillations auto-entretenues observées par Fernandes et al. (2005) ont en fait révélé
un comportement elliptique et erratique de la trajectoire du corps dans le plan horizontal.
Ce comportement a été mis sur le compte des incertitudes expérimentales pour privilégier le
régime dominant Zig − Zag (ZZ).
Le régime ZZ possède une symétrie de réflexion. Cette propriété permet de simplifier la
représentation des résultats : la trajectoire étant plane, le nombre de variables pilotant la
dynamique diminue (propriété réservée à la description des résultats ; hypothèse non utilisée
pour la modélisation mathématique du problème). L'angle α est l'angle défini par le vecteur
vitesse ~U du corps et le vecteur gravité ~g (voir figure 8.3). L'angle θ correspond à l'angle entre
l'axe de révolution du corps ~x et le vecteur gravité ~g.
Le repère absolu Ra (du laboratoire, supposé galiléen) est noté (O, ~xa, ~ya, ~za) avec O,
arbitraire puisque le corps est considéré par hypothèse comme isolé ; le repère R est relatif à
l'objet cylindrique et noté (C, ~x, ~y, ~z) avec C le centre géométrique (i.e. G le centre de masse)
du corps. Par convention, le plan contenant la trajectoire en régime ZZ est le plan ( ~xa, ~ya)
dans le repère absolu et (~x, ~y) dans le repère du corps.
Le vecteur rotation pour ce type de dynamique est dirigé selon ~eza = ~ez. L'indice ′a′ est
réservé aux variables définies dans le repère absolu.
Pour différencier l'adimensionnalisation choisie dans le cadre 'corps mobile' de celle choisie
dans le cadre 'corps fixe', les variables adimensionnalisées sont ici munies du symbole ′∗′ :
la majorité de ces adimensionnalisations utilise Ug (définie précédemment) comme vitesse
caractéristique et D comme longueur caractéristique (en 'corps fixe' respectivement V∞ et D).
Les vitesses seront préférentiellement exprimées dans Ra et notées sous forme adimensionnelle
U∗ pour les vitesses de translation (indice ′v′ pour vertical et ′h′ pour horizontal) et Ω∗ pour
les taux de rotation.
La définition des coefficient de traînée Cd et de portance Cl (et moments associés) nécessite
la projection des efforts dans un troisième repère lié à la trajectoire du corps (sauf en régime
RV où le lien est direct avec les solutions AXI obtenues en 'corps fixe'). L'usage du repère
de Frenet n'est pas apparu plus pertinent que celui du repère R ou du repère Ra pour décrire
ces régimes. Nous ne parlerons donc pas dans ce chapitre ni de traînée ni de portance (sauf
en régime RV ).
Les efforts seront préférentiellement exprimés dans R, notés sous forme adimensionnelle
F ∗ pour les forces et M∗ pour les moments.
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Les grandeurs caractéristiques employées sont liées aux effets de la flottabilité. Dans les





avec F ∗x la force dans la direction de l'axe de révolution du corps et F
∗
y la force dans
la direction transverse. Sobs est la surface caractéristique de l'objet (piD
2
4
). Pour le moment





Pour les régimes ne respectant pas la symétrie de réflexion, nous introduisons les coeffi-
cients dits transverses tels que :
F ∗T =
√




Dans un but de clarté et de comparaison avec les travaux de Fernandes et al., nous choi-
sissons de présenter nos résultats en fonction de Ar plutôt que de Ga. Le nombre de Reynolds
Rem basé sur la vitesse d'ascension moyenne n'est pas une donnée du problème : il dépend de
la dynamique propre au corps et est donc à priori inconnu ; de ce fait, les graphes seront pré-
férentiellement tracés en fonction d'Ar plutôt que de Rem. La valeur maximale de Reynolds
Rem obtenue lors des simulations numériques n'excéde pas 300.
La gamme couverte pour chacun des trois paramètres adimensionnels gouvernant ce pro-







8.2. LE CYLINDRE ÉPAIS χ = 1
8.2 Le cylindre épais χ = 1
Les simulations en 'corps fixe' ont balayé la plage χ ∈ [1 : +∞]. On donne dans cette
section des détails sur les simulations en 'corps mobile' pour le cylindre épais χ = 1 avec un
rapport de masse volumique ρs
ρf
= 0.99. La plage balayée pour le nombre d'Archimède est
Ar ∈ [25 : 100]. Le pas moyen des simulations est ∆Ar = 15. L'investigation numérique n'a
pas été intensive du fait du comportement particulier de cet objet...
8.2.1 Remarques préliminaires
Pour χ > 3, aux faibles Ar, la solution stable correspond au régime rectiligne vertical
(RV ). Un régime dont nous n'avons pas discuté jusqu'à présent est celui où le corps se
déplace selon une de ses directions radiales (sur la 'tranche'). On nomme ce nouveau régime :
90. Les régimes RV et 90 sont des positions d'équilibre en 'corps mobile' ∀χ (Pour de
faibles Ar, l'écoulement développé autour d'un corps lâché sur la 'tranche' n'exerce qu'une
force de traînée incapable d'influer sur l'orientation de l'objet). Des tests, réalisés en lâchant
initialement des corps de rapport χ > 3 sur la 'tranche', ont montré que les erreurs numériques
suffisent toujours pour déstabiliser le régime 90. Des études paramétriques de type 'corps fixe'
ont été effectuées pour le disque infiniment mince, pour le disque d'épaisseur 'deux mailles'
(χ = 50) et pour le cylindre peu aplati (χ = 3) avec un axe de révolution perpendiculaire à
l'écoulement incident. On a mis en évidence l'existence de traînée mais pas de portance pour
Re < 200 (exemple : Cdχ=3,90,Re=50 = 1.46 ; Cdχ=3,90,Re=100 = 0.99 ; Cdχ=3,90,Re=150 = 0.80).
Les figures 8.4 illustrent l'écoulement autour des cylindres de rapport χ = 3 (a) et de rapport
χ = 50 (b) dans un des deux plans de symétrie de la solution 90à Re = 100. La figure 8.4-c
donne l'évolution du coefficient de traînée en fonction de Re pour les rapports χ = 200 et





Fig. 8.4  Isocontours de pression et lignes de courant pour χ = 3 (a) et χ = 50 (b) ; Evolution




Aux faibles Ar, le cylindre χ = 1 s'est révélé stable (vis à vis de petites perturbations
injectées numériquement) pour deux positions d'équilibre correspondant aux régimes RV et
90. Le fait que le cylindre épais soit bi-stable aux faibles Ar constitue la particularité de cet
objet. La figure 8.5 illustre le régime 90(a) et le régime RV pour Ar = 43 (b). Les structures
tourbillonnaires sont visualisées à l'aide du critère λ2 = 0.5.
(a) (b)
Fig. 8.5  Solutions stationnaires pour le cylindre χ = 1 à Ar = 43 : (a) régime 90 à
Re = 200 ; (b)- régime RV à Re = 226.





Un régime 90parfait correspond à un angle θ = 90; pour Ar = 43, l'erreur relative sur
ce paramètre est de 0.33%.
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8.2.3 Apparition de l'instationnarité
La figure 8.6 décrit l'évolution du nombre de Reynolds 'instantané' (a) et de l'angle θ (b),
en fonction du temps adimensionnel t∗, pour Ar = 54 et Ar = 64.
(a)
(b)
Fig. 8.6  Evolutions temporelles pour le cylindre χ = 1 à Ar = 54 et Ar = 64 en régimes
RV et 90: (a)- Re en fonction de t∗ ; (b)- θen fonction de t∗.
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Selon la valeur de Ar, la solution la plus précoce à se déstabiliser est la solution 90: les
régimes RV et 90sont stables à Ar = 54 ; seul, le régime RV est stable à Ar = 64.
Le régime 90est instable à Ar = 64. L'évolution temporelle de ce cas présente un transi-
toire associé à une augmentation prononcée de l'oscillation du corps autour de ~eya (selon le
repérage de la figure 8.5-a). L'investigation numérique n'a pas été suffisamment poussée pour
déterminer vers quelle la nature de régime l'instabilité sature (la direction moyenne verticale
ne semble pas être l'axe de révolution du corps) ; pour la même raison, il est difficile de fournir
une valeur critique de Ar correspondant à la perte de ce régime.
Le régime RV devient instable pour Arc1,χ=1 ≈ 70 (Rem ≈ 250). Pour Ar > Arc1,χ=1, le
régime observé est un régime Zig − Zag (ZZ) de faible amplitude (non illustré). Ce régime
faiblement instationnaire existe au moins jusquà Ar ≈ 80 (Rem ≈ 300). Au delà, les ampli-
tudes des mouvements du corps deviennent importantes et il est difficile pour l'instant de se
prononcer sur la nature du régime hydrodynamique final (la direction moyenne verticale ne
semble pas être l'axe de révolution du corps).
Il est à noter : d'une part, que les coefficients de masse ajoutée dans la direction longitu-
dinale ou radiale sont quasiment égaux pour χ = 1 (A∗χ=1 ≈ B∗χ=1 ≈ 0.46) ; d'autre part, les
moments d'inertie d'un objet cylindrique dans la direction longitudinale et radiale sont égaux
pour χ ≈ 1.15. Ces deux constats laissent penser au lancer d'une boite parallélépipédique qui
a trois moments d'inerties différents et qui voit sa rotation autour de l'axe principal possé-
dant le moment de valeur intermédiaire instable et ses rotations autour des deux autres axes
principaux stables...
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8.3 Le cylindre peu aplati : χ = 3
Cette section présente les résultats obtenus pour le cylindre peu aplati (χ = 3) avec un
rapport de masse volumique ρs
ρf
= 0.99. La plage balayée pour le nombre d'Archimède est
Ar ∈ [25 : 100]. On observe comme dans les expériences de Fernandes et al. (2005) les régimes
RV et ZZ. Pour ces régimes, le pas moyen employé en Ar est ∆Ar = 5. L'investigation
numérique a été intensive.
8.3.1 Régime rectiligne vertical
Le cylindre χ = 3, pour ρs
ρf
proche de l'unité et lorsque le rapport entre flottabilité et effets
visqueux est suffisamment faible, a une trajectoire rectiligne parallèle à la gravité. La vitesse
finale d'ascension du corps est alors obtenue lorsque la force de traînée compense le poids et
la poussée d'Archimède de l'objet. Le lien entre l'approche 'corps fixe' et l'approche 'corps





Fig. 8.7  Lignes de courant et champ de pression pour le cylindre χ = 3 à Ar = 40 : (a)-
dans le repère absolu ; (b)- dans le repère du corps.
La figure 8.7 illustre ce propos à Ar = 40 en mettant en évidence le champ de pression et
les lignes de courant obtenus autour de l'objet (coupe dans le plan XaYa = XY ) à l'aide des
vitesses absolues dans le référentiel absolu (a) et des vitesse relatives dans le repère relatif au




~Fhyd→obs = (mf −ms)~g (8.10)







En régime RV , on retrouve l'évolution du coefficient de traînée obtenue en régime AXI
dans l'approche 'corps fixe' (voir figure 8.8-a). La figure 8.8-b présente l'évolution du rap-







adimensionnelle U∗g est proche de l'unité dans la gamme de Ar présentée ici et constitue une
échelle caractéristique cohérente.
(a) (b) (c)
Fig. 8.8  Evolution pour χ = 3 (RV ) : (a)- coefficient de traînée Cx en fonction de Re ; (b)-
vitesse gravitationnelle adimensionnelle U∗g en fonction de Re ; (c)- nombre de Reynolds Re
en fonction de Ar.
La figure 8.8-c montre une dépendance quasi-linéaire entre le nombre de Reynolds et le







r sur la figure 8.8-c. Les solutions sont stationnaires et Rem = Re. L'adimension-
nalisation de type 'corps mobile' pour la force axiale donne, en régime RV , F ∗x = 1.
Différentes méthodes ont été utilisées pour perturber la solution axisymétrique :
 lâcher du corps avec une vitesse initiale nulle et une faible inclinaison
(angle θ 6= 0)
 lâcher du corps avec une inclinaison θ nulle et une faible vitesse transverse
(angle α 6= 0)
 régime RV + injection d'une perturbation transverse dans le sillage
On peut alors estimer un taux d'évolution correspondant à la phase de croissance ou de
décroissance exponentielle de l'angle θ (après la phase d'accélération du corps).
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Un mode instationnaire rend instable le régime RV à partir d'un nombre d'Archimède
estimé à Arc1,χ=3 ≈ 44.8. Arc1,χ=3 équivaut à Rec1,χ=3,mob ≈ 149.5 en situation axisymétrique
stationnaire. La valeur du seuil est consistante avec celle obtenue expérimentalement par
Fernandes et al. (2005) à savoir Rec1,χ=3,exp = 152±7.5. La diminution de la valeur Rec1,χ=3,mob
(ou Rec1,χ=3,exp) comparée à Rec1,χ=3,fix lié à la transition AXI <=> BF (Rec1,χ=3,fix ≈
159.8) était attendue du fait de l'augmentation de degrés de liberté du système en 'corps
mobile'.
Suppression des degrés de liberté
Des tests ont été effectués à Re = 170 en prenant comme condition initiale la solution
obtenue par la simulation d'un écoulement autour du cylindre χ = 3 en translation uniforme
~U = Ux ~ex ; on astreint le mouvement du corps à une trajectoire rectiligne (Ar ≈ 51). La
solution obtenue est un régime BF (se reporter à la section 4.3.1). On applique ensuite sur
le mouvement du corps différentes perturbations :
 variation de la vitesse de translation (de valeur moyenne Ux).
 variation de la vitesse transverse (de valeur moyenne nulle) à la translation Ux
 variation de la rotation (de valeur moyenne nulle) parallèle à la translation Ux
 variation de la rotation (de valeur moyenne nulle) perpendiculaire à la translation Ux
 modification de ~U et imposition d'une vitesse uniforme ~U =
√
U2x − U2y ~ex + Uy ~ey
L'amplitude des perturbations sur la vitesse est de l'ordre de 10−4Ux. La fréquence impo-
sée des oscillations est relative au nombre de Strouhal Stχ=3 déterminé pour Re = 170. Le
dernier test utilise une vitesse Uy telle que atan(
Uy
Ux
) = (1; 2).
Quelle que soit la perturbation employée, le régime BF garde ses caractéristiques globales
avec un sillage bifide. Dans tous les cas, pour une force de portance positive exercée par le
fluide sur l'obstacle, ce dernier subit un moment associé négatif qui tend à écarter le système
de sa position si on libère tous ses degrés de liberté. Il paraît donc logique qu'au nombre
de Reynolds où l'on observe un régime BF en 'corps fixe', le cylindre peu aplati ne puisse
maintenir un régime RV en 'corps mobile'.
8.3.2 Oscillations auto-entretenues
Pour Ar > Arc1,χ=3 ≈ 44.8, le régime est instationnaire et présente des oscillations du corps
contenues dans un plan, par convention (~exa, ~eya) ; θ évolue autour d'une valeur moyenne nulle.
La transition s'opère via une bifurcation supercritique de type Hopf de révolution (aucune
hystérésis constatée, évolution en racine carrée des amplitudes par rapport à l'écart au seuil).
Le régime instationnaire est de type ZZ. Il est à noter que la première bifurcation en 'corps
fixe' est une bifurcation régulière de type fourche de révolution. L'augmentation des degrés
de liberté du corps modifie donc la nature même de la bifurcation, au contraire du cas de la
sphère (cf. Jenny et al. (2004)).
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Cette dynamique rend moins directe le lien entre les approches 'corps mobile' et 'corps
fixe' que dans le cas des régimes RV et AXI. La figure 8.9 illustre ce fait par une visuali-
sation instantanée des lignes de courant dans le plan de symétrie pour le cylindre χ = 3 à
Ar = 70 (repère absolu (a) ; repère du corps (b)). A cet instant t∗, θ(t∗) est nul et ~ex est
aligné avec ~exa sur la figure 8.9-a. La figure 8.9-b met en évidence le fait que l'écoulement
incident en amont de l'obstacle n'a plus les caractéristiques imposées dans l'approche 'corps
fixe' : les lignes de courant ne sont plus parallèles à 'l'infini' et dirigées selon ~ex du fait de la





Fig. 8.9  Lignes de courant et champ de pression pour le cylindre χ = 3 à Ar = 70 (Rem ≈
211.5) : (a)- dans le repère absolu ; (b)- dans le repère du corps.
La figure 8.10 présente la trajectoire du centre géométrique du corps dans le repère absolu
pour trois nombres d'Archimède : Ar = (60; 80; 104). Plus Ar augmente, plus la distance par-
courue horizontalement au cours d'une période d'oscillation augmente. Le parcours vertical
est moins sensible aux variations de Ar et ainsi la courbure de la trajectoire augmente avec
Ar. A Ar = 104, le corps se déplace verticalement sur une distance d'environ seize rayons,
pour un déplacement horizontal d'environ un rayon.
La planche 8.11 illustre le déplacement du corps en régime ZZ au cours d'une période à
Ar = 80 (Rem ≈ 238.6) dans le repère du laboratoire (a-d : déplacement de l'objet perpen-
diculairement et parallèlement au plan de symétrie ; b-c : critère de détection des structures
tourbillonnaires λ2). La valeur de λ2 a été choisie pour ne faire apparaître que les deux fila-
ments tourbillonnaires constituant l'épingle à cheveux en formation et en détachement derrière
le corps.
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(a) (b) (c)
Fig. 8.10  Trajectoire en régime Zig − Zag pour χ = 3 : (a) Ar = 60 (Rem ≈ 183.6) ; (b)
Ar = 80 (Rem ≈ 238.6) ; (c) Ar = 104 (Rem ≈ 301.5).
Lorsque les structures tourbillonnaires en épingle à cheveux s'arrachent de la partie aval
du corps, cela induit une modification du signe de θ˙ (à θmax). Dans le repère en translation
avec le cylindre (même cas physique que sur la planche 8.11), on peut suivre sur la planche
8.12 l'évolution temporelle au cours d'une demi-période de la vorticité dans la direction de ~g
(vorticité dite 'verticale'). Les sous-figures montrent l'apparition de deux lobes contrarotatifs
sur la surface latérale de l'objet ; ceux-ci sont ensuite advectés pour venir prendre la place de
l'épingle à cheveux précédente au centre de la 'zone de recirculation'. Deux autres lobes se
sont formés à la surface de l'objet (de signe opposé à leurs prédécesseurs) et ainsi de suite. Il
ne semble pas que le processus de formation et de détachement des épingles à cheveux soit
modifié par la dynamique du corps en régime ZZ puisque l'on retrouve de manière qualitative
le même processus que celui observé en 'corps fixe' (se reporter à la section 4.1.1).
Dans les deux prochaines sous-sections nous présentons une confrontation des résultats
numériques et expérimentaux pour le cylindre χ = 3 avec, dans un premier temps, les don-
nées relatives au repère absolu puis celles relatives au repère du corps.
D'une manière générale, l'accord entre la simulation et l'expérience est plus que satisfaisant
et on s'attardera simplement sur les points de 'faible' discordance et sur la compréhension
de la dynamique observée. Nous avons pris le parti de choisir sur les graphes suivants les
mêmes échelles pour décrire la dynamique des cylindres χ = 3 et χ = 10. Certaines échelles
peuvent paraître inappropriées mais marquent au moins les écarts entre les cylindres peu et
très aplatis, sur l'amplitude des oscillations en régime ZZ. Les carrés blancs désignent les
résultats expérimentaux, les points noirs les résultats numériques.
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(a) (b) (c) (d)
Fig. 8.11  Visualisations du corps et du sillage (χ = 3, Ar = 80, ZZ)
t = t0 +
0
10T t = t0 +
1
10T t = t0 +
2
10T t = t0 +
3
10T t = t0 +
4
10T
(a) (b) (c) (d) (e)
Fig. 8.12  Vorticité verticale au cours d'une demi-période (χ = 3, Ar = 80).
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Confrontation dans le repère absolu
La figure 8.13-a montre l'évolution du nombre de Strouhal en fonction du nombre d'Ar-
chimède. St est défini par St =
fyaD
Uxa,moy
où fya est la fréquence d'oscillation signalée par la
vitesse horizontale Uya. Uxa,moy est la vitesse moyenne d'ascension du corps. Dans la plage
de Ar étudiée, St n'évolue que faiblement autour d'une valeur légèrement supérieure à celle
déterminée pour le corps fixe. L'étude expérimentale et paramétrique selon χ de Fernandes et
al. (2005) a révélé une dépendance entre St et χ. Un comportement similaire sur les fréquences
est observé par Mahadevan et al. (1999) pour des cartes rectangulaires en chute libre. Ici en
régime ZZ, Stχ=3,mob ≈ 0.13 mais il est difficile d'interpréter la proximité de Sχ=3,mob avec
Stχ=3,fix ≈ 0.11 sauf comme une coïncidence. La figure 8.13-b montre l'évolution de la valeur
maximale de θ en fonction du nombre d'Archimède. La simulation numérique surestime l'in-
clinaison du corps, principalement pour Ar ≈ 100.
(a) (b)
Fig. 8.13  Evolution en fonction de Ar pour le cylindre χ = 3 (• numérique ;  expérience) :
(a)- nombre de Strouhal St ; (b)- inclinaison du corps θ.
Si la vitesse Uxa est instationnaire et oscille autour d'une valeur non nulle, on peut définir
un déplacement moyen selon la verticale et une amplitude des oscillations dans cette direction
∆Xa (Xa = Uxa,moy.t∗+∆Xa). L'obtention du déplacement Ya horizontal est direct en régime
ZZ (Ya = 0). La figure 8.14 présente ces deux variables. Les variations sur le déplacement
vertical sont négligeables par rapport au déplacement horizontal. Un minimum sur ∆Xa est
obtenu numériquement pour Ar = 80. Pour Ar > 80, le déplacement vertical croît avec Ar.




Fig. 8.14  Evolution des amplitudes selon Ar pour le cylindre χ = 3 (• numérique ; 
expérience) : (a)- déplacement vertical ∆Xa/D ; (b)- déplacement horizontal Ya/D.
(a) (b)
Fig. 8.15  Evolution selon Ar pour χ = 3 (• numérique ;  expérience) : (a)- nombre de
Reynolds moyen Rem ; (b)- déphasage ∆Φa entre vitesse horizontale et inclinaison.
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La dépendance entre Ar et Rem est quasi-linéaire (voir figure 8.15-a). La figure 8.15-b
présente le déphasage ∆Φa entre les signaux Uya et θ écrits sous la forme :
θ(t∗) ≈ θmaxcos(2piStt∗ + Φθ) (8.13)
U∗ya(t
∗) ≈ U∗ya,maxcos(2piStt∗ + ΦUya) (8.14)
∆Φa = ΦUya − Φθ (8.15)
Une valeur nulle de ∆Φa équivaut à un axe de révolution du corps toujours orienté selon
la trajectoire. Une valeur négative de ∆Φa équivaut à une avance de l'inclinaison sur la vi-
tesse horizontale. Autrement dit, si ∆Φa < 0 et Uya(t∗) = 0 (i.e. la trajectoire du corps est
colinéaire à ~g), le corps est encore incliné vers l'intérieur de la trajectoire.
On peut faire une analogie avec le comportement des voitures : lors d'une perte d'adhérence
en virage, les points d'application des forces pour avancer (traction et/ou propulsion+freinage)
ainsi que la répartition des masses agissent sur la capacité du véhicule à s'inscrire trop (com-
portement sur-vireur) ou pas assez (comportement sous-vireur) dans le virage. Le cylindre
χ = 3 a un comportement légèrement sur-vireur (~ex se porte vers l'intérieur de la courbe) lors
de l'apparition des zigzags (Ar ≈ 60) ; pour Ar > 80, ∆Φa > 0 et le comportement de l'objet
devient sous-vireux (~ex se porte vers l'extérieur de la courbe).
Confrontation dans le repère du corps
Tant que le corps a une trajectoire rectiligne verticale, Ux = Uxa. Pour le régime ZZ (voir
figure 8.16-a), les oscillations du corps ont une faible influence sur la valeur moyenne de Ux
(diminution constatée inférieure à 4%). Le déphasage ∆Φm = Φθ − ΦUy est quasi-constant
avec Ar : θ et Uy sont en quasi-opposition de phase (voir figure 8.16-b).
La figure 8.16-b présente le déphasage ∆Φm entre les signaux Uy et θ définis tels que :
θ(t∗) ≈ θmaxcos(2piStt∗ + Φθ) (8.16)
U∗y (t
∗) ≈ U∗y,maxcos(2piStt∗ + ΦUy) (8.17)
∆Φm = Φθ − ΦUy (8.18)
Les variations de vitesse Ux notées ∆Ux sont très faibles devant la vitesse verticale du corps
(<2%) dans la gamme de Ar étudiée (voir figure 8.17-a). Du fait de cette faible variation,
les écarts entre la simulation et l'expérience apparaissent plus importants. Dans les deux
approches, l'évolution constatée est un accroissement de ∆Ux
Uxa
avec Ar. Il en est de même pour
∆Uy,max
Uxa
. Les valeurs maximales de Uy approchent les 40% de Uxa (voir figure 8.17-b). Un point




Fig. 8.16  Evolution selon Ar pour χ = 3 (• numérique ;  expérience) : (a)- rapport des
vitesses axiale et moyenne verticale ; (b)- déphasage ∆Φm entre inclinaison et vitesse radiale.
(a) (b)
Fig. 8.17  Evolution des amplitudes selon Ar pour χ = 3 (• numérique ;  expérience) : (a)-
rapport entre vitesse axiale et vitesse moyenne verticale ; (b)- rapport entre vitesse radiale et
moyenne verticale.
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Inhomogénéité du corps
Des tests ont été effectués en appliquant une perturbation sur la position du centre géomé-
trique du corps (décalage de 5%) lors du calcul des efforts sur l'obstacle : (xc, yc) = (0, 0.05D).
L'initialisation de la simulation était un régime ZZ non perturbé à Ar = 80. L'impact de la
perturbation a été observé sur quelques dizaines d'oscillations (non illustré).
 une perturbation dans le plan de symétrie induit une dérive horizontale moyenne non
nulle (conservation du plan de symétrie).
 une perturbation perpendiculaire au plan induit une dérive horizontale moyenne non
nulle perpendiculaire au plan.
.
Les dynamiques observées par Fernandes et al. (2005) en régime ZZ n'étant pas tout à
fait planes, il serait aussi intéressant d'appliquer la perturbation sur la position du centre de
gravité
Diagramme des phases
Les figures 8.18 présentent la dépendance entre la vitesse de rotation du corps, son incli-
naison θ et l'angle α de sa trajectoire par rapport à la gravité. θ et α sont en quasi-opposition
de phase avec la rotation ~Ω. De manière qualitative, on retrouve l'axe de révolution ~x presque
colinéaire à ~U pendant les oscillations auto-entretenues ce qui induit un faible déphasage entre
α et θ.
Ar = 070 Ar = 070
Ar = 080 Ar = 080
Ar = 090 Ar = 090
Fig. 8.18  Dépendance entre Ω∗z, θ et α à Ar = (70; 80; 90) pour χ = 3.
Les planches suivantes illustrent l'évolution des phases pour les trois mêmes nombres d'Ar-
chimède : Ar = (70; 80; 90).
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Les figures 8.19 et 8.20 correspondent respectivement aux diagrammes des 'phases' liées
aux torseur dynamique ( ~F ∗, ~Γ∗) et au torseur cinématique ( ~U∗, ~Ω∗). Les grandeurs sont expli-
citées dans le repère du corps.
Il est à noter que la convention sur le repérage (voir figure 8.3) est différente de celle
employée à la page 80 de la thèse de Fernandes (2005). Dans un but de clarté, les vitesses U∗
sont adimensionnées par l'opposé de la vitesse gravitationnelle −Ug.
Ar = 070 Ar = 070 Ar = 070
Ar = 080 Ar = 080 Ar = 080
Ar = 090 Ar = 090 Ar = 090
Fig. 8.19  Diagramme des phases liées aux efforts à Ar = (70; 80; 90) pour χ = 3 dans le
repère du corps.
Ar = 070 Ar = 070 Ar = 070
Ar = 080 Ar = 080 Ar = 080
Ar = 090 Ar = 090 Ar = 090
Fig. 8.20  Diagramme des phases liées au mouvement à Ar = (70; 80; 90) pour χ = 3 dans
le repère du corps.
L'attracteur dans l'espace (F ∗y ,M
∗
z ) est une boucle déformée : la fréquence qui domine le
signal F ∗y (i.e. St) a la même valeur pour le signalM
∗
z . Au contraire, l'attracteur dans l'espace
(F ∗x ,M
∗
z ) est un papillon symétrique par rapport à l'axe horizontal contenant M
∗
z = 0 : la
fréquence sur F ∗x a une valeur double. On retrouve bien les caractéristiques d'un régime ZZ
pour les trois valeurs de Ar. Le même constat est fait sur les vitesses. La vitesse transverse
est en quasi-opposition de phase avec le taux de rotation.
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8.3.3 Evolution des efforts pour Ar ∈ [20 : 100]
Dans le contexte 'corps fixe', l'évolution des efforts avec Re a permis de caractériser les
différentes natures du sillage et les seuils de transition associés. Du fait des degrés de liber-
tés supplémentaires, le choix des variables à diagnostiquer en 'corps mobile' est plus difficile.
Pour rester cohérent avec l'approche 'corps fixe', nous conservons l'évolution des efforts sur
l'obstacle. Les efforts sont explicités dans ce repère. Ar est préféré à Re (grandeur inconnue et
dépendante du régime hydrodynamique). Pour les régimes instationnaires, seuls les extrema
des grandeurs sont tracés.
(a) (b) (c)
Fig. 8.21  Diagrammes des efforts selon Ar (cylindre χ = 3) : (a)(b)- forces ; (c)- moments.
Les sous-figures 8.21 présentent les différents diagrammes des efforts en fonction d'Ar : la
force axiale en (a), la force transverse en (b) et le moment associé en (c).
L'amplitude des variations du coefficient dans la direction de l'axe de révolution (F ∗x ) aug-
mente fortement avec Ar en régime ZZ (c'est principalement la valeur minimale qui devient
de plus en plus faible).
Le seuil de transition non hystérétique entre le régime RV et le régime ZZ est détecté
pour Ar,c1 ≈ 44.8 (Rem ≈ 150). L'évolution de F ∗y suggère une loi en
√
Ar − Arc1 (ce qui est
moins clair sur M∗z ) proche du seuil et permet d'associer la transition RV <=> ZZ à une
bifurcation supercritique de type Hopf de révolution.
La simulation à Ar ≈ 100 présente une forte augmentation sur F ∗y et M∗z ... Ceci peut sug-
gérer l'existence d'une autre transition qui briserait la symétrie de réflexion mais les résultats
actuels ne permettent pas de donner une réponse claire sur ce point.
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8.4 Le cylindre très aplati : χ = 10
Cette section présente les résultats obtenus pour le cylindre très aplati χ = 10 avec un
rapport de masse volumique ρs
ρf
= 0.99. La plage balayée pour le nombre d'Archimède est
Ar ∈ [25 : 110]. On observe comme dans les expériences de Fernandes et al. (2005) les régimes
RV et ZZ. Pour ces régimes, le pas moyen employé est ∆Ar = 5. L'investigation numérique a
été intensive dans la "twilight zone" où l'on détecte des régimes hydrodynamiques originaux
et de faibles amplitudes (∆Ar = 1 pour cette région).
8.4.1 Régime rectiligne vertical
Pour ρs
ρf
proche de l'unité et lorsque Ar est suffisamment faible, le cylindre très aplati
χ = 10 a une trajectoire rectiligne parallèle au champ gravitationnel. Le constat est le même





Fig. 8.22  Lignes de courant et champ de pression pour le cylindre χ = 10 à Ar = 40 : (a)-
dans le repère absolu ; (b)- dans le repère du corps.
La figure 8.22 illustre, à Ar = 40, le champ de pression et les lignes de courant obtenus
autour de l'objet (coupe dans le plan XaYa = XY ) à l'aide des vitesses absolues dans le
référentiel absolu (a) et des vitesse relatives dans le repère du corps (b). La figure 8.22-a est
celle d'un régime RV . La figure 8.22-b est la visualisation classique d'un régime AXI.
On retrouve l'évolution du coefficient de traînée obtenue en approche 'corps fixe' (voir
figure 8.23-a). La figure 8.23-b présente l'évolution du rapport entre Ux et la vitesse ca-








est proche de l'unité dans cette
gamme de Re (même constat pour le cylindre χ = 3) ; la faible dépendance de U∗g avec χ
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(a) (b) (c)
Fig. 8.23  Evolution pour le cylindre χ = 10 : (a)- coefficient de traînée Cx en fonction
de Re ; (b)- vitesse gravitationnelle adimensionnelle U∗g en fonction de Re ; (c)- nombre de
Reynolds Re en fonction de Ar.
conforte le choix de Ug comme vitesse caractéristique. La figure 8.23-c montre le respect de la






x = 1 en régime RV ).
On applique à cet objet les mêmes méthodes que celles utilisées pour le cylindre χ = 3
pour analyser le maintien ou non du régime RV (se reporter à la section 8.3.1). La détermina-
tion de la valeur critique de Ar relative à la perte de stabilité du régime RV s'est avérée plus
délicate pour ce corps dans le cas où on 'libère' l'objet avec une vitesse initiale nulle et un
angle θ faible et non nul : on observe durant la phase d'accélération du corps l'amortissement
d'un mode instationnaire ; après cette phase d'accélération, on constate la présence d'un mode
stationnaire (lorsque le mode instationnaire est suffisamment amorti) : θ n'oscille plus autour
de zéro mais a une valeur non-nulle qui s'éloigne ou se rapproche de zéro selon que ce mode
stationnaire se développe ou s'amortit. On estime que le mode stationnaire rend le régime RV
instable à partir d'une valeur du nombre d'Archimède Arc1,χ=10 ≈ 45.7. Arc1,χ=10 correspond
en situation axisymétrique stationnaire à Rec1,χ=10,mob ≈ 147.
Cette valeur de Rec1,χ=10,mob est plus proche de Rec1,χ=10,fix ≈ 127 (valeur obtenue en
'corps fixe' liée à la transition AXI <=> BF ) que celle obtenue expérimentalement par
Fernandes et al. (2005) mais nous notons aussi une élévation de la valeur du seuil (augmen-
tation d'environ 14% numériquement contre 53% expérimentalement). Aucune hystérésis n'a
été constatée ; la nature des conditions initiales ou des perturbations ne semble pas agir sur
la solution saturée. Il est à noter que les temps de simulation sont très longs du fait des
faibles taux de croissance des instabilités et qu'il serait intéressant d'approfondir la question




Suppression des degrés de liberté
Des tests ont été effectués à Re = 135 en prenant comme condition initiale, la solution
obtenue par la simulation d'un écoulement autour du cylindre χ = 10 en translation uniforme
~U = Ux ~ex ; on astreint le corps à une trajectoire rectiligne pour Ar ≈ 42. La solution obtenue
est un régime BF (se reporter à la section 4.4.1). On applique ensuite sur le mouvement du
corps différentes perturbations (se reporter à la section 8.3.1).
Quelle que soit la perturbation employée, le régime BF garde ces caractéristiques globales
de sillage bifide. Dans tous les cas, pour une force de portance positive exercée par le fluide
sur l'obstacle, ce dernier subit un moment associé négatif qui tend à écarter le système de sa
position si on libère le corps. Les tests menés en supprimant des degrés de liberté (notamment
celui avec une inclinaison non nulle) auraient du mettre en évidence une modification du signe
du rapport entre la force de portance et le moment associé (i.e. l'existence d'une position
d'équilibre possible avec un moment nul). Cela n'a pas été le cas ; il reste fort surprenant
qu'au nombre de Reynolds où l'on observe un régime BF en 'corps fixe', le cylindre très
aplati puisse conserver le régime RV en 'corps mobile'. Ce point mérite un éclaircissement...
8.4.2 Oscillations auto-entretenues
La plage Ar ∈ [46 : 62.5] est volontairement et provisoirement (se reporter à la section
8.4.4) mise de côté : d'une part pour suivre les résultats expérimentaux et d'autre part pour





Fig. 8.24  Lignes de courant et champ de pression pour le cylindre χ = 10 à Ar = 70 : (a)-
dans le repère absolu ; (b)- dans le repère du corps.
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(a) (b) (c) (d)
Fig. 8.25  Visualisations du corps et de son sillage (χ = 10, Ar = 80, ZZ).
t = t0 +
0
5T t = t0 +
1
5T t = t0 +
2
5T t = t0 +
3
5T t = t0 +
4
5T
(a) (b) (c) (d) (e)
Fig. 8.26  Vorticité verticale au cours d'une période (χ = 10, Ar = 80).
145
APPROCHE 'CORPS MOBILE'
L'expérience a montré une transition RV <=> ZZ vers Ar ≈ 70 numériquement ; nous
observons l'apparition du régime ZZ pour Ar ≈ 62.5.
Pour Ar > 62.5, le cylindre présente des oscillations respectant un plan de symétrie ar-
bitraire (θmoy = 0), dans la gamme des paramètres adimensionnels étudiés, l'inclinaison
n'excède pas pi
4
. Les figures 8.24 présentent une visualisation instantanée dans le plan de sy-
métrie des lignes de courant (repère absolu (a) ; repère du corps (b)) pour le cylindre χ = 10
à Ar = 70 (Rem ≈ 202) et lorsque θ(t∗) = 0. La figure 8.24-b montre bien que l'écoulement
incident n'a plus les caractéristiques rencontrées dans l'approche 'corps fixe' du fait du mou-
vement de l'objet (comme pour le cylindre χ = 3).
La figure 8.25 correspond au déplacement en zigzag du corps au cours d'une période à
Ar = 80 (Rem ≈ 226) dans le repère du laboratoire (a-d : déplacement de l'objet dans un
plan perpendiculaire puis parallèle au plan de symétrie ; b-c : critère λ2). On retrouve le même
comportement que pour le cylindre χ = 3 sur le détachement des structures tourbillonnaires
en épingle à cheveux à l'arrière du corps : il induit de manière qualitative la modification du
signe de θ˙ (à θmax). Pour le même nombre d'Archimède, l'inclinaison θ du cylindre très aplati
est plus importante que celle du cylindre peu aplati.
On retrouve aussi le même comportement que pour le cylindre χ = 3 sur l'évolution de
la vorticité verticale dans le repère en translation avec le corps (voir figure 8.26). Après for-
mation des lobes sur le pourtour de l'objet, ils se rapprochent de l'axe de révolution du corps
dans le sillage de celui-ci pour finalement se détacher. La taille caractéristique des épingles à
cheveux dans la direction longitudinale est par contre modifiée : les épingles sont bien moins
étirées pour ce cylindre en comparaison avec celles du cylindre χ = 3.
(a) (b) (c)
Fig. 8.27  Trajectoire en régime Zig−Zag (cylindre χ = 10) : (a) Ar = 66 (Rem ≈ 195.5) ;
(b) Ar = 80 (Rem ≈ 226) ; (c) Ar = 100 (Rem ≈ 270).
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La figure 8.27 présente la trajectoire du centre géométrique du corps dans le repère ab-
solu pour trois nombres d'Archimède Ar = (66; 80; 100). Plus Ar augmente, plus la distance
parcourue verticalement au cours d'une période d'oscillation diminue et plus la distance ho-
rizontale augmente (les courbures moyenne et maximale de la trajectoire augmentent). Pour
Ar = 100, le corps parcourt verticalement huit rayons pour un déplacement horizontal de
l'ordre du rayon.
Les deux prochaines sections présentent la confrontation des résultats simulation/expérience
pour le cylindre χ = 10. Dans un but de comparaison entre cylindres peu aplati et très aplati,
les échelles sur les graphes sont similaires à celles relatives au cylindre χ = 3. Les carrés blancs
désignent toujours les résultats expérimentaux et les points noirs les résultats numériques.
Confrontation dans le repère absolu
La figure 8.28-a montre l'évolution du nombre de Strouhal en fonction du nombre d'Ar-
chimède. Dans la plage d'Ar parcourue (où les oscillations auto-entretenues sont observées),
St évolue de manière sensible avec Ar. La construction d'un nombre de Strouhal S∗t basé
sur la vitesse caractéristique gravitationnelle Ug permet une dépendance plus faible avec Ar.
Quelque soit Ar, le nombre de Strouhal obtenu est nettement supérieur (avec un facteur deux
au minimum) à celui déterminé en 'corps fixe'.
(a) (b)
Fig. 8.28  Evolution en fonction de Ar pour le cylindre χ = 10 (• numérique ;  expérience) :
(a)- nombre de Strouhal St ; (b)- inclinaison du corps θ.
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En regard des valeurs de St pour le cylindre peu aplati χ = 3, on retrouve alors la
dépendance (S∗t , χ) observée par Mahadevan et al. (1999) lors de chutes de cartes rectangu-
laires (S∗t ∼
√
χ). Notons enfin, pour Ar ≈ 60, la présence de points expérimentaux avec
St ∈ [0.1 : 0.2] plus faible que le nombre de Strouhal correspondant à la branche ZZ (se
reporter à la section suivante "twilight zone").
La figure 8.28-b montre l'évolution de la valeur maximale de θ en fonction du nombre
d'Archimède. L'inclinaison maximale du corps est sensible au Ar. L'écart entre la simulation
et l'expérience est ici non négligeable. Trois hypothèses possibles :
 une incertitude expérimentale importante sur le nombre d'Archimède (10% de suresti-
mation sur Ar induit le décalage horizontal observé).
 les mouvements expérimentaux observés ne sont pas tout à fait plans impliquant qu'une
partie de l'énergie mécanique du système est dissipée dans le plan perpendiculaire au
plan de symétrie et provoque ainsi une diminution de l'inclinaison du corps.
 un effet des erreurs numériques.
Si la vitesse Uxa est instationnnaire et oscille autour d'une valeur non nulle, on peut définir
un déplacement moyen selon la verticale et une amplitude des oscillations de ce déplacement
∆Xa (Xa = Uxa,moy.t∗+∆Xa). L'obtention du déplacement Ya horizontal est direct en régime
ZZ. La figure 8.29 présente ces deux variables. Plus Ar augmente, plus les variations du dé-
placement horizontal et vertical sont importantes (de même pour le rapport ∆Xa/Ya).
On retrouve une dépendance quasi-linéaire entre Ar et Re comme pour le cylindre χ = 3
(voir figure 8.30-a). Le bon accord entre simulation et expérience sur ce graphe semble écarter
l'une des hypothèses énoncées précédemment (possible surestimation expérimentale de Ar).
La figure 8.30-b présente le déphasage entre les signaux de Uya et de θ (∆Φa = ΦUya − Φθ).
Une valeur positive de ∆Φa équivaut à un retard de l'inclinaison sur la vitesse horizontale.
Autrement dit, lorsque ∆Φa > 0 et Uya = 0 (i.e. la trajectoire du corps est colinéaire à ~g), le
corps est encore incliné vers l'extérieur de la trajectoire.
En revenant à l'image du comportement des automobiles en virage, on peut dire que le
cylindre χ = 10 est fortement sous-vireur en courbe et ce quelque soit Ar (comportement
différent pour le cylindre peu aplati).
Inhomogénéité du corps
Des tests ont été effectués en appliquant une perturbation sur la position du centre géo-
métrique (lors du calcul des efforts sur l'obstacle) de l'ordre de 5% : (xc, yc) = (0, 0.05D).
La condition initiale était un régime en Zig − Zag non perturbé à Ar = 80. L'impact de ce
type de perturbation numérique pour le cylindre χ = 10 s'est avéré similaire aux observations
faites sur le cas χ = 3 (se reporter à la section 8.3.2).
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(a) (b)
Fig. 8.29  Evolution des amplitudes selon Ar pour χ = 10 (• numérique ;  expérience) :
(a)- déplacement vertical ∆Xa/D ; (b)- déplacement horizontal Ya/D.
(a) (b)
Fig. 8.30  Evolution selon Ar pour χ = 10 (• numérique ;  expérience) : (a)- nombre de




Fig. 8.31  Evolution selon Ar pour χ = 10 (• numérique ;  expérience) : (a)- rapport des
vitesses axiale et moyenne verticale ; (b)- déphasage ∆Φm entre inclinaison et vitesse radiale.
(a) (b)
Fig. 8.32  Evolution des amplitudes selon Ar pour χ = 10 (• numérique ;  expérience) :
(a)- rapport entre vitesse axiale et vitesse moyenne verticale ; (b)- rapport entre vitesse radiale
et vitesse moyenne verticale.
150
8.4. LE CYLINDRE TRÈS APLATI : χ = 10
Confrontation dans le repère du corps
Tant que le corps a une trajectoire rectiligne verticale, Ux = Uxa. Pour le régime ZZ
(voir figure 8.31-a), plus les oscillations du corps sont d'amplitude importante, plus la vitesse
moyenne selon l'axe diminue par rapport à la vitesse verticale : le corps s'incline plus qu'il ne
se déplace horizontalement.
Le déphasage ∆Φm (∆Φm = Φθ − ΦUy) entre l'inclinaison du corps et la composante de
vitesse perpendiculaire à celle de l'axe de révolution reste quasiment constant avec Ar autour
de 210(voir figure 8.31-b). Cette quasi-opposition de phase montre que le corps est le plus
incliné lorsqu'il change de direction horizontale (comportement opposé pour le cylindre très
aplati).
Les variations de vitesse de Ux notées ∆Ux sont très faibles devant la vitesse verticale du
corps (<5%) dans la gamme de nombre d'Archimède étudiée (voir figure 8.32-a). On constate
une croissance générale de ∆Ux
Uxa




b) sauf que la valeur de ce rapport est proche de l'unité pour les nombres d'Archimède élevés
(Ar ≈ 100) ce qui sous-entend que le corps passe par une phase où il se déplace essentiellement
sur la tranche (i.e. une des directions radiales). Des écarts existent sur ces grandeurs entre
simulation et expérience mais leur évolution avec Ar est respectée.
Diagramme des vitesses et des efforts
La figure 8.33 présente la dépendance entre la rotation du corps, son inclinaison et l'angle
de sa trajectoire par rapport à la gravité.
Ar = 070 Ar = 070
Ar = 090 Ar = 090
Ar = 110 Ar = 110
Fig. 8.33  Dépendance entre Ω∗z, θ et α (Ar = (70; 90; 110)) pour le cylindre χ = 10.
Au contraire du rapport χ = 3, on a une quasi-opposition de phase entre θ et α.
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Les planches suivantes illustrent l'évolution des phases pour trois nombres d'Archimède
Ar = (70; 90; 110). Les figures 8.34 et 8.35 correspondent respectivement aux diagrammes des
'phases' liées aux torseurs dynamique et cinématique. Les grandeurs sont toujours xplicitées
dans le repère du corps.
Ar = 070 Ar = 070 Ar = 070
Ar = 090 Ar = 090 Ar = 090
Ar = 110 Ar = 110 Ar = 110
Fig. 8.34  Diagramme des phases liées aux efforts à Ar = (70; 90; 110) pour le cylindre
χ = 10 dans le repère du corps.
Ar = 070 Ar = 070 Ar = 070
Ar = 090 Ar = 090 Ar = 090
Ar = 110 Ar = 110 Ar = 110
Fig. 8.35  Diagramme des phases liées au mouvement à Ar = (70; 90; 110) pour le cylindre
χ = 10 dans le repère du corps.
On retrouve les caractéristiques du régime ZZ : l'attracteur forme une boucle dans l'espace
(F ∗y ,M
∗




y )). L'allure des autres tracés est compliquée et
il est difficile d'en proposer une description claire.
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8.4.3 Evolution des efforts pour Ar ∈ [20 : 45.7] et Ar ∈ [62.5 : 100]
La "twilight zone" a été pour l'instant mise de côté (se reporter à la section suivante) et
on montre ici l'évolution des régimes RV et ZZ décrits jusqu'à présent.
(a) (b) (c)
Fig. 8.36  Diagrammes des efforts en fonction de Ar (cylindre χ = 10) : (a,b)- forces ; (c)-
moment.




z ) dans le repère du
corps en fonction de Ar. Pour ses trois grandeurs, seuls les extrema sont tracés.
La perte de stabilité de la solution RV est détectée sans hystérésis pour Ar ≈ 45.7. Le
régime ZZ est détecté pour Ar > 62.5.
En régime ZZ, la valeur moyenne de F ∗x est proche de l'unité (voir figure 8.36-a) et
l'augmentation de son amplitude avec Ar est importante (bien plus faible pour le cylindre
χ = 3).
Le moment adimensionnel M∗z montre une saturation pour Ar > 90, au contraire de
l'amplitude de F ∗x et de F
∗
y .
L'amplitude des efforts transverses augmente avec Ar. Pour Ar ≈ 62.5 l'évolution n'est
pas proportionnelle à la racine carrée de l'écart au seuil. Si Ar ≈ 62.5 est un seuil relatif à
une bifurcation, celle-ci est hystérétique mais il est difficile pour l'instant d'en définir sa nature.
8.4.4 La "twilight zone"
La gamme Ar ∈ [45.7 : 72] met en évidence une perte de stabilité de la solution axisy-
métrique au profit de régimes, stationnaire et instationnaires, de faibles amplitudes, capables
pour certains de briser la symétrie plane.
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L'établissement des régimes hydrodynamiques dans la "twilight zone" réclame un temps
de calcul très long notamment pour obtenir la saturation. Pour cette raison et du fait de la
faiblesse des amplitudes maximales obtenues, l'observation de ces régimes dans un contexte
expérimental n'est pas évident. Il est à noter que certains de ces nouveaux régimes hydrody-
namiques ont été détectés lors des expériences menées par Fernandes et al. (voir, par exemple,
figures 8.28-a et 8.28-b) mais écartés du fait des incertitudes expérimentales et de la précision
d'acquisition des données.
Au moins cinq régimes ont été décelés dans la "twilight zone" :
 Ar ∈ [45.7 : 47.0] : le corps est incliné légèrement et dérive horizontalement de manière
constante (régime dit Oblique Stationnaire et noté OS).
 Ar ∈ [47.0 : 48.5] : le corps oscille légèrement autour d'une inclinaison non nulle et
dérive horizontalement par à coups (régime dit Oblique P e´riodique et noté OP ).
 Ar ∈ [48.5 : 53.5] : une basse fréquence apparaît et vient perturber la dérive instation-
naire en créant une phase d'amortissement des oscillations principales et d'augmentation
de la dérive horizontale moyenne (régime dit Oblique Module´ et noté OM).
 Ar ∈ [52.0 : 61.0] : le mouvement devient de type hélicoïdal : la symétrie plane est brisée
et l'objet subit une lente précession (basse fréquence) dans le plan horizontal (régime
dit He´lice Module´ et noté HM) .
 Ar ∈ [61.0 : 68.5] : le mouvement balaye tout l'espace horizontal et devient chaotique ;
les déplacements horizontaux sont faibles devant le déplacement vertical (le régime est
noté KO).
Les cinq sections suivantes sont relatives à ces cinq nouveaux régimes hydrodynamiques :
OS, OP , OM , HM et KO. Dans les graphes, on présentera toujours les mêmes grandeurs
quelque soit le régime observé et on utilisera les mêmes échelles.
Un scénario complet des transitions observées dans la "twilight zone" est ensuite proposé.
Régime Oblique Stationnaire
La figure 8.37-a montre la trajectoire obtenue (après perturbation de la solution de type
RV ) pour Ar = 45 et Ar = 46. Les figures 8.37-b et 8.37-c montrent respectivement l'évolu-
tion temporelle de θ et de α en fonction de t∗ = t.Ug
D
.
Pour Ar = 45, le système retombe dans le régime RV . Pour Ar = 46, le corps s'éloigne
au contraire du régime RV . La perte de stabilité est estimée à Ar,c1 ≈ 45.7 et ne semble pas
hystérétique.
Au delà de Ar = 45.7, l'axe de révolution du corps n'est plus colinéaire à ~g mais s'incline
légèrement de quelques degrés après saturation de l'instabilité. θ est de l'ordre de 2.5pour
Ar = 46 (voir figure 8.37-b). L'angle α, défini entre le vecteur vitesse de l'objet et ~g, est plus
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faible que θ et est de l'ordre de 0.2pour Ar = 46 (voir figure 8.37-c). L'impact de l'inclinaison
sur sa dérive horizontale du corps est minime en régime OS. Le déplacement horizontal du
corps est de l'ordre du rayon pour un déplacement vertical de deux cents rayons. La dérive
augmente avec Ar.
(a) (b) (c)
Fig. 8.37  Pour Ar = 45 et Ar = 46 : (a)- trajectoire ; (b)(c)- évolution temporelle de θ et
α.
La figure 8.38-a montre l'évolution temporelle en fonction de t∗ de la vitesse verticale adi-
mensionnée par ν
D
(par abus de langage, on parle ici de nombre de Reynolds 'instantané'). La
simulation à Ar = 45 correspond à un nombre de Reynolds moyen Rem ≈ 141 en régime RV .
La simulation à Ar = 46 correspond à un nombre de Reynolds moyen Rem ≈ 147 en régime
OS. Ces valeurs sont surprenantes car bien supérieures à la valeur du premier seuil obtenue en
corps fixe (Rec1,fixe,χ=10 ≈ 127 relatif à la transtionAXI <=> BF ). La valeur Re ≈ 141 est
proche en 'corps fixe' de la deuxième transition BF <=> Y Y . Différents tests ont été effectués
(en maillage, suppression de degrés de liberté, forçage du mouvement, etc...) et aucune expli-
cation n'est apparue pour l'instant sur la raison pour laquelle le cylindre χ = 10 est capable
de maintenir un régime RV alors qu'au même Re, en 'corps fixe', la solution AXI est instable.
Pour le cylindre χ = 3, la première transition AXI <=> BF en 'corps fixe' conserve la
stationnarité de la solution alors qu'en 'corps mobile', la première transition RV <=> ZZ
amène l'apparition de l'instationnarité. Pour le cylindre χ = 10, la première transition, en
'corps fixe' AXI <=> BF et en 'corps mobile' RV <=> OS, conserve la stationnarité de la
solution. Les sous-figures 8.38-b et 8.38-c illustrent le sillage des régimes RV et OS à l'aide
du critère λ2 et des isocontours de vorticité verticale. Le cas Ar = 46 présente deux filaments
tourbillonnaires contrarotatifs. Cette structure a une forte ressemblance avec le sillage observé
en régime BF dans l'approche 'corps fixe'. Le lien entre régime RV et AXI est direct ; le lien




Fig. 8.38  (a)- évolution du nombre de Reynolds 'instantané' en fonction de t∗ ; visualisation
du sillage pour : (b)- Ar = 45 (Rem ≈ 141) ; (c)- Ar = 46 (Rem ≈ 147 ;θm ≈ 2).
Régime Oblique P e´riodique
Pour Ar ∈ [47.0 : 48.5] (la bifurcation à Ar,c2 ≈ 47.0 n'est pas hystérétique), la dynamique
du corps devient faiblement instationnaire : l'objet oscille légèrement autour d'une position
d'équilibre d'inclinaison moyenne non nulle.
(a) (b) (b)
Fig. 8.39  Trajectoire dans le plan ( ~xa, ~ya) (a) et dans le plan (~ya, ~za) (b) et estimateur
spectral (c) pour Ar = 47.5 (Rem ≈ 149).
L'impact de ces oscillations sur la trajectoire n'est pas important et celle-ci reste presque
rectiligne (voir figure 8.39-a). Le déplacement moyen horizontal est environ deux cents fois
inférieur au déplacement vertical. En régime Oblique P e´riodique (OP ), la dérive moyenne
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augmente avec Ar. La figure 8.39-c présente l'estimation spectrale pour Ar = 47.5 (l'échelle en
ordonnée n'est pas adéquate mais met en évidence que l'amplitude des régimes suivants dans
le scénario est bien supérieure). La valeur de St est proche de celle obtenue lors de l'approche
'corps fixe' : Ar = 47.5 correspond à Re ≈ 149.25 ± 0.005 et avec Stχ=10,mob ≈ 0.119 et
Stχ=10,fix ≈ 0.117 à Re = 145.
Fig. 8.40  (Ar = 47.5;χ = 10) : Diagramme des efforts (F ∗x , F
∗
T ).
La figure 8.40 présente, pour Ar = 47.5 et χ = 10, le diagramme des efforts (F ∗x , F
∗
T ) dans
le repère du corps (on préfère dans cette section travailler sur F ∗T (etM
∗
T ) car certains régimes
de la "twilight zone" vont briser la symétrie plane). Le régime hydrodynamique qui débute
à Ar = 47.5 conserve le plan de symétrie (par convention (~ex, ~ey) et donc ici F ∗T = |F ∗y |).
Le diagramme (F ∗x , F
∗
T ) montre un attracteur dont la forme est une simple boucle. La valeur




T ) (non illustré) présente la même allure.
Ce diagramme possède de fortes ressemblances avec les caractéristiques des régimes Zig−zig
(Zz) observés pour les cylindres épais et peu aplati lors de l'approche 'corps fixe'. Il est
envisageable de pouvoir faire un lien entre le régime Oblique P e´riodique (OP ) et le régime
Zz. La plage d'existence du régime Ar ∈ [47.0 : 48.5] correspond à Rem ∈ [148 : 153].
En 'corps fixe', cette plage correspond à des régimes instationnaires de type Y in − Y ang
(Y Y ) pour Re < 150 et Zig − Zag (ZZ) pour Re > 150. Dans les deux approches, les
solutions sont instationnaires avec un nombre de Strouhal similaire mais la nature des régimes
hydrodynamiques est différente.
Régime Oblique Module´
Pour Ar ∈ [48.5 : 53.5], des dérives instationnaires sont observées (la bifurcation à
Ar,c3 ≈ 48.5 n'est pas hystérétique). On peut distinguer deux phases dans l'évolution tempo-
relle de cette dérive : une première où les oscillations du corps (dont le nombre de Strouhal
est à rapprocher de celui obtenu en 'corps fixe') ont un impact sur la trajectoire (l'inclinaison
θ est de l'ordre de 1.5± 2.5lorsque l'objet zigzigue) ; une deuxième phase où ces oscillations
s'amortissent (θ varie légèrement autour de 3.5), induisant par la même occasion une aug-
mentation de la vitesse de déplacement horizontal. Ces deux phases constituent une période




Fig. 8.41  Pour χ = 10 et Ar = 51.25 (Rem ≈ 162) : trajectoire dans le plan ( ~xa, ~ya) (a),
dans le plan (~ya, ~za) (b) et estimateur spectral (c).
La figure 8.41-a montre un déplacement horizontal deux cents fois inférieur au déplacement
vertical du corps pour Ar = 51.25. Pour le même cas, la figure 8.41-b montre la trajectoire du
corps dans l'espace horizontal et ainsi le respect de la symétrie par réflexion. La figure 8.41-c
présente l'estimateur spectral obtenu pour cette simulation. On voit la basse fréquence qui
vient altérer entre autre la périodicité du signal avec une valeur adimensionnée par Uxa,moy
D
proche de 0.144. Cette basse fréquence module la fréquence dominante (double pic) de valeur
adimensionnelle Stχ=10,mob ≈ 0.117. Stχ=10,mob est toujours proche de Stχ=10,fix. On constate
la présence du premier harmonique de la fréquence principale et celui-ci est toujours modulé
par la basse fréquence.
Fig. 8.42  (Ar = 51.25;χ = 10) : Diagramme des efforts (F ∗x , F
∗
T ).
La figure 8.42 présente le diagramme des efforts (F ∗x , F
∗
T ). La valeur moyenne de F
∗
T est
non-nulle (comme pour OP ). La simple boucle du régime OP est ici 'altérée' par la modu-
lation en fréquence. Pour cette raison, le régime est nommé Oblique Module´ et noté OM .
Un rapprochement peut être fait avec le régime Zz′ vu en 'corps fixe' pour les cylindres
suffisamment aplatis.
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Régime He´lice Module´
Plus Ar augmente, plus le régime OM devient compliqué et le spectre en fréquence semble
vouloir devenir 'plein' (i.e. comportement chaotique). En effectuant des reprises de calcul à
partir d'un nombre d'Archimède inférieur, la simulation à Ar = 54 a montré une brisure claire
du plan de symétrie. A partir de la simulation à Ar = 54 pour des valeurs inférieures de Ar,
les simulations ont recouvré la symétrie de réflexion avec Ar < 52.5. La bifurcation à Arc4 est
hystérétique. Le cas présenté ici correspond à Ar = 54 (Rem ≈ 170).
(a) (b) (c)
Fig. 8.43  Pour χ = 10 et Ar = 54 (Rem ≈ 170) : trajectoire dans le plan ( ~xa, ~ya) (a), dans
le plan (~ya, ~za) (b) et estimateur spectral (c).
Les figures 8.43-a et 8.43-b montrent la trajectoire suivie par le corps dans les plans ver-
tical et horizontal. De manière qualitative, la trajectoire est une sorte d'hélice d'un diamètre
inférieur au rayon de l'objet. La distance verticale pour effectuer une hélice complète est d'en-
viron 150D. L'inclinaison moyenne du corps est θmoy ≈ 3. Cette hélice est perturbée par des
oscillations (∆θ ≈ 1) qui modifient la trajectoire circulaire (pour un mouvement hélicoïdal
parfait) dans le plan horizontal en une sorte de 'marguerite'. Ce régime est nommé He´lice
Module´ (HM). L'estimateur spectral (voir figure 8.43-c) montre l'existence d'une basse fré-
quence relative à la lente précession observée. Les deux doubles pics sont toujours présents
(St ≈ 0.115) ainsi que le premier harmonique modulé.






T ) dans le
repère du corps à Ar = 54. La symétrie plane étant brisée, on adjoint les diagrammes des
efforts et des vitesses transverses comme l'illustre la figure 8.45.
La plage d'existence du régime HM est Ar ∈ [52 : 61] (Rem ∈ [166 : 195]). Définir une
borne supérieure est difficile car on assiste, avec l'augmentation de Ar, à un fort développement
d'harmoniques et le spectre en fréquence devient 'plein' comme l'illustrent les diagrammes à
Ar = 57.5 (Rem ≈ 182) en planche 8.46. La borne supérieure a été déterminée visuellement à




























Fig. 8.45  (Ar = 54;χ = 10) : Diagrammes des efforts/vitesses transverses (Rem ≈ 170).
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Fig. 8.49  (Ar = 68.75;χ = 10) : Diagrammes des efforts/vitesses transverses (Rem ≈ 224).
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Régimes chaotiques
Au delà de Ar > Ar,c5 ≈ 61, les régimes observés deviennent pleinement chaotiques. Le
corps présente des mouvements toujours de faible amplitude mais complètement erratiques
(voir figures 8.50-a et 8.50-b). Le cas illustrant bien ces régimes chaotiques (notés KO) est la
simulation à Ar = 68.75 (voir planches 8.48 et 8.49). La présence des deux doubles pics devient
moins claire sur la figure 8.50-c : le spectre est 'plein' et les fréquences dominantes émergent
moins nettement. On constate que ce n'est plus le premier double pic qui a l'amplitude la
plus forte mais son harmonique (Stχ=10,mob ≈ 0.2).
(a) (b) (c)
Fig. 8.50  Trajectoire dans le plan ( ~xa, ~ya) (a) et dans le plan (~ya, ~za) (b) et estimateur
spectral (c) pour Ar = 68.75 (Rem ≈ 224).
La figure 8.51-a montre l'évolution temporelle (0 < t∗ < 200) du nombre de Reynolds
'instantané' pour Ar = 71.25. Ce dernier présente une forte diminution pour t∗ > 130. La
figure 8.51-b montre la trajectoire horizontale du corps durant cette phase. Aux petits temps,
le déplacement de l'objet est erratique. Pour 130 < t∗ < 160, le mouvement de l'objet montre
un transitoire hélicoïdal ou en SPIrale (noté SPI sur la figure). Pour t∗ > 160, on retrouve
un régime présentant des oscillations auto-entretenues avec respect de la symétrie plane (i.e.
régime ZZ précédemment décrit). La figure 8.51-c est l'estimation spectrale dans la phase
pleinement chaotique : le pic principal (donc St par convention) est clairement situé autour
de 0.2. En régime ZZ, St ≈ 0.25 (même valeur que celle décrite dans la section 8.4.2 pour le
même Ar).
En prenant comme condition initiale de la simulation numérique, un nombre d'Archimède
inférieur (en régime KO), la solution reste chaotique sur un temps de simulation très long
(∆t∗KO ≈ 200 pour Ar = 71.25). Cette plage temporelle ∆t∗KO diminue avec Ar. Le temps
de simulation a été suffisant (∆t∗ > ∆t∗KO) pour observer le retour au régime ZZ décrit
précédemment pour Ar > 68.5. Il est envisageable que le sillage retrouve un plan de symétrie
pour des nombres d'Archimède Ar < 68.75. La dernière bifurcation est hystérétique puisque




Fig. 8.51  Evolution temporelle pour χ = 10 à Ar = 71.25 lors de la transition ZZ <=>
KO : (a)- nombre de Reynolds 'instantané' ; (b)- trajectoire horizontale ; (c) estimateur spec-
tral en régimes KO et ZZ.
8.4.5 Scénario des transitions pour Ar ∈ [45 : 75]
La figure 8.52 présente l'évolution en fonction de Ar des efforts (minimum et maximum)











x) pour χ = 10 dans la "twilight zone" en
fonction de Ar.
La figure 8.52-a est relative à la force axiale. En régime Oblique Stationnaire (OS), on
constate une diminution de la valeur moyenne de F ∗x (une partie des effets de flottabilité
est dirigée dans la direction transverse du fait de l'inclinaison du corps). En régime Oblique
P e´riodique (OP ) et Oblique Module´ (OM), la valeur moyenne et les variations de F ∗x aug-
mentent avec Ar. La valeur moyenne et les variations de F ∗x en régime He´lice Module´ (HM)
sont quasi-constantes. ∆F ∗x devient important en régime chaotique KO.
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La figure 8.52-b est significative de la description des différents régimes avec un plan de
symétrie. Le régime OS est relatif à une force transverse constante et non nulle. Le régime
OP est instationnaire et la moyenne de F ∗T non nulle. Il en est de même pour le régime OM
mais cette fois la force est modulée par plusieurs fréquences.
La figure 8.52-c est significative des différents régimes sans symétrie de réflexion. Sans
cette symétrie, le moment axial M∗x est non nul comme on le constate en régime HM . En
régime KO, M∗x est non nul mais son évolution temporelle (non illustrée) est chaotique.
Sur les cinq transitions décelées, deux sont assimilées à des bifurcations hystérétiques :
OM <=> HM et KO <=> ZZ. Le développement fréquentiel en régime OM est important
et il serait possible de parler de dégénérescence en un régime plan chaotique pour Ar ≈ 53.
Il existerait alors pour Ar ≈ 53, une solution chaotique avec symétrie de réflexion et une
solution 3D non chaotique (i.e. le régime HM). Le constat est inverse pour la transition
KO <=> ZZ : la solution 3D est chaotique et la solution plane (i.e. le régime ZZ) est
périodique.
(a) (b) (c)
Fig. 8.53  Evolution pour χ = 10 avec Ar dans la "twilight zone" (ZZ) : (a)- Rem ; (b)-
θmax ; (c)- αmax.
La nature de chaque régime a un impact sur Rem : on le constate sur la figure 8.53-a entre
le régime KO et le régime ZZ. Dans la "twilight zone", les évolutions sont de faible amplitude
et la dépendance linéaire entre Ar et Rem est mieux respectée qu'en régime ZZ.
Les figures 8.53-b et -c montrent la valeur maximale observée de θ et de α. Quelque soit
le régime de la "twilight zone", θmax est toujours supérieur à αmax (comme pour le régime




Pour terminer, la figure 8.54 présente l'évolution du nombre de Strouhal (i.e. la fréquence
dominante adimensionnée) en fonction de Ar.
Fig. 8.54  Evolution de St avec Ar dans la "twilight zone" pour χ = 10.
Dans la "twilight zone", le nombre de Strouhal Stχ=10,mob ∈ [0.11 : 0.12] est proche de
celui obtenu en 'corps fixe' pour les Re équivalent ; la faiblesse des amplitudes (i.e. faible écart
à la situation imposée en 'corps fixe') peut expliquer ce petit écart par rapport au corps figé.
Lorsque les amplitudes deviennent importantes (en régimes KO et ZZ), Stχ=10,mob s'éloigne
de Stχ=10,fix ; on retrouve alors la dépendance en
√
χ observée par Fernandes et al. (2005).
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8.5 Le disque : χ→ +∞
On observe ici les sillages générés derrière un disque infiniment mince et mobile pour
I∗ = 0.004 et Ar < 60 (Rem < 200). Les régimes RV et ZZ sont retrouvés. Le scénario
des transitions montre aussi la présence d'une "twilight zone" comme pour le cylindre très
aplati χ = 10 mais la nature des régimes faiblement instationnaires associés à cette zone est
modifiée. Le pas moyen en Ar de l'investigation numérique est ∆Ar ≈ 5. Le traitement des
données reste incomplet mais il paraissait utile de donner des éléments de réponse relatif au
disque...
8.5.1 Préliminaires
Le disque infiniment mince est un cas particulier d'objet axisymétrique. Il n'a qu'une
réalité mathématique : c'est un cylindre sans épaisseur. Cette particularité pose problème
pour définir le paramètre adimensionnel ρs
ρf
puisqu'il n'est à priori pas possible de définir la




σs en définissant une masse surfacique σs et une masse ms,χ équivalente à celle
d'un cylindre de rapport de forme quelconque :
ms,disk = ms,χ (8.19)
σs = ρsDχ
−1 (8.20)
Dans les études expérimentales de Willmarth et al. (1964) et de Field et al. (1997) sur la
chute de 'disques', les auteurs ont préféré utiliser le moment adimensionnel d'inertie I∗ plutôt
que le rapport des masses volumiques. L'emploi de I∗ permet de s'abstraire du problème













Jusqu'à présent, nous avons travaillé à ρs
ρf






























Dans le cas du disque, la force d'Archimède est nulle puisque l'objet ne déplace pas de













Le fait que la force d'Archimède soit inexistante pour le disque entraîne que l'objet, quelque
soit sa masse, va chuter ! Des test ont été effectué sur l'impact de ρs
ρf
sur la dynamique des
objets : ρs
ρf
≈ 0.99 (en ascension) a fourni des résultats similaires à ρs
ρf
≈ 1.01 (en chute) mais
des écarts avec ρs
ρf
≈ 0.95. La comparaison entre les résultats des sections relatives aux objets
mobiles de rapport de forme fini et les suivants n'est donc pas directe.
8.5.2 Régimes observés pour Ar ∈ [10 : 60]
La figure 8.55-a présente les évolutions du minimum et du maximum en nombre de Rey-
nolds Re (basé sur les extrema de la vitesse verticale) en fonction de Ar. La figure 8.55-b
montre l'évolution du nombre de Strouhal St (basé sur la vitesse verticale moyenne) en fonc-
tion de Ar. La figure 8.55-c montre l'évolution, toujours en fonction de Ar, de l'inclinaison
maximale θmaxdu corps :
(a) (b) (c)
Fig. 8.55  Evolution en fonction de Ar pour χ→ +∞ de : (a) Re ; (b) St ; (c) θmax.
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Six régimes hydrodynamiques sont observés : RV , ZZ, SPI, ELL, ZZ2, et HH. Les
régimes RV et ZZ correspondent aux régimes classiquement observés dans ce travail. HH
est l'évolution du régime ZZ aux nombres d'Archimède élevés (ce dernier n'apparaissait pas
clairement pour les autres χ). Les régimes SPI, ELL et ZZ2 constituent la "twilight zone"
pour χ→ +∞ à I∗disk = 0.004.
Le régime RV est stable vis à vis de petites perturbations jusqu'à Arc1,disk ≈ 34.3
(Rem ≈ 100). La perte de stabilité de la solution RV apparaît pour un nombre de Rey-
nolds inférieur à celui détecté pour le cylindre χ = 10 en l'occurence Arc1,χ=10 ≈ 45.8.
Les oscillations auto-entretenues (ZZ) sont observées pour Ar > 33. Il existe donc une
plage de Ar où coexistent les solutions RV et ZZ : Ar ∈ [33 : 33.4]. Ce constat met en
évidence une différence majeure avec le cas χ = 10 puisque pour ce dernier, les régimes ZZ
sont observés pour Ar > 62.5 > Arc1,χ=10. L'apparition des régimes ZZ n'est pas liée à une
bifurcation supercritique de type Hopf : les oscillations présentent à Ar = 33.1 une inclinaison
maximale d'environ 11 et le système retombe sur la solution RV à Ar = 32.5 (caractère
hystérétique).
Pour Ar > 46, il semble n'exister qu'une seule solution stable correspondant à un nouveau
régime : le régime Hoola−Hoop (noté HH). A Ar ≈ 46, on assiste à une brisure de la symétrie
de réflexion du régime ZZ avec l'apparition d'une précession de la trajectoire dans le plan
horizontal. Fernandes et al. (2005) ont observé expérimentalement, de manière sporadique, ce
type de trajectoire pour les cylindres.
Pour Ar ∈ [34.3 : 46], des régimes faiblement instationnaires sont observés. Cette plage
de Ar correspond à la "twilight zone" pour le disque et met en évidence trois régimes dont
les caractéristiques sont différentes des régimes de la "twilight zone" pour le cylindre très
aplati χ = 10. En effet, lorsque la solution RV devient instable, il apparaît un régime dont la
trajectoire est une SPIrale noté (SPI) ; le diamètre de la spirale est très faible (≈ 10−5D)
ainsi que les vitesses horizontales du corps et son inclinaison quasi-constante. Le nombre de
Strouhal StSPI est relativement proche de StZZ . Cette faiblesse des amplitudes du régime
SPI peut laisser craindre un artéfact numérique... Au delà de Ar ≈ 37.4, les amplitudes
augmentent considérablement et la trajectoire dans le plan horizontal devient elliptique (à
Ar = 37.5, le grand axe de l'ellipse est de l'ordre de 10−2D). Ce régime est nommé régime
ELLiptique (noté ELL). Il est pour l'instant difficile de se prononcer sur le comportement
hystérétique ou non de la transition SPI <=> ELL.
Pour Ar ∈ [37.4 : 46], il semble que le régime ELL dégénère continuement (l'excentricité de
l'ellipse s'éloigne de l'unité) vers un régime en zigzags (noté ZZ2 pour le différencier en terme
d'amplitude avec ZZ). Les régimes ELL et ZZ2 ont un nombre de Strouhal similaire et proche
de celui obtenu en 'corps fixe' (StZZ est supérieur d'un facteur trois). La dégénérescence du
régime ZZ2 n'est pas claire.
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8.5.3 Diagramme des vitesses dans la "twilight zone"
Les figures 8.56 et 8.57 présentent les diagrammes des vitesses absolues pour les régimes
de la "twilight zone" : SPI, ELL et ZZ2. On constate la forte évolution des amplitudes et
de la forme des attracteurs dans les différents intervalles.
(a) (b) (c)
Fig. 8.56  Diagramme des vitesses (U∗v , U
∗
h) pour les régimes : (a) SPI (Ar = 36.8, Rem ≈
107.1) ; (b) ELL (Ar = 37.4, Rem ≈ 109.9) ; (c) ZZ2 (Ar = 40.1, Rem ≈ 117.0).
(a) (b) (c)
Fig. 8.57  Diagramme des vitesses (U∗ya, U
∗
za) pour les régimes : (a) SPI (Ar = 36.8, Rem ≈
107.1) ; (b) ELL (Ar = 37.4, Rem ≈ 109.9) ; (c) ZZ2 (Ar = 40.1, Rem ≈ 117.0).
8.5.4 Trajectoires et visualisations
Les figures de 8.58 à 8.63 fournissent des illustrations des régimes RV , SPI, ELL, ZZ2,
ZZ et HH (transitoire observé sur la trajectoire du corps et structure du sillage instantané
lorsque l'instabilité est pleinement développée).
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(a) (b)
Fig. 8.58  RV , χ→ +∞ à Ar = 33.3 :(a)- trajectoire ; (b) iso-ωxaD/Ug = 1.10−6.
(a) (b)




Fig. 8.60  ELL, χ→ +∞ à Ar = 37.5 :(a)- trajectoire ; (b) iso-λ2 = 0.01.
(a) (b)
Fig. 8.61  ZZ2, χ→ +∞ à Ar = 37.5 :(a)- trajectoire ; (b) iso-λ2 = 0.04.
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(a)
(b)





Fig. 8.63  HH, χ→ +∞ à Ar = 47.9 :(a)- trajectoire ; (b) iso-λ2 = 0.08.
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Chapitre 9
Récapitulatif et approche 'théorique'
pour les corps mobiles
9.1 Résumé des résultats
Le but primordial de ce travail était de faire le parallèle entre les travaux numériques de
Mougin et al. (2002)concernant la dynamique d'une bulle ellipsoïdale libre de se mouvoir dans
un fluide visqueux et les travaux expérimentaux de Fernandes et al. (2005) sur la dynamique
de corps solides cylindriques avec χ ∈ [2 : 20]. Pour ce faire, nous avons modélisé puis simulé
numériquement les travaux de ce dernier dans la plage χ ∈ [1 : +∞] et Ar < 110..
Le cylindre épais de rapport de forme χ = 1 s'est montré stable pour deux positions
d'équilibre (bi-stable pour les régimes RV et 90) aux faibles Ar (et
ρf
ρs
= 0.99). Ce cas a été
traité rapidement car nous souhaitions étudier des corps ne présentant qu'une seule position
d'équilibre stable aux faibles Ar : le régime RV .
La confrontation entre nos simulations numériques et les expériences de Fernandes et al.
(2005) a été menée à ρf
ρs
= 0.99 pour les cylindres de type peu aplati (χ = 3) et très aplati
(χ = 10). Le seuil critique d'apparition des oscillations autoentretenues, l'amplitude des gran-
deurs les caractérisant en fonction de l'écart au seuil, leur fréquence d'oscillation, etc ... sont
en bon accord. La modélisation et la simulation numérique employées dans ce travail ont
donc montré leur capacité à retranscrire les mouvements d'un objet cylindrique solide lorsque
sa masse volumique est proche de celle du fluide pour des nombres de Reynolds moyens de
l'ordre de la centaine (i.e. Rem < 300).
Pour le cylindre χ = 3, la perte de stabilité du régime RV au profit du régime ZZ
(Rec1,mob,χ=3 ≈ 150) apparaît pour un nombre de Reynolds légèrement inférieur à celui obtenu
en 'corps fixe' relatif à la transition AXI <=> BF (Rec1,fix,χ=3 ≈ 160). La solution AXI
équivaut à la solution RV par changement de repère galiléen et il n'est pas surprenant que la
valeur du seuil critique soit abaissée par l'ajout de degrés de libertés supplémentaires.
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Fig. 9.1  Visualisation expérimentale par injection de colorant (en haut) et numérique par
critère λ2 (en bas) du sillage d'un cylindre peu aplati en zigzag (χ = 3 ;
∆ρ
ρf
= 0.99;Ar ≈ 80).
Fig. 9.2  Visualisation expérimentale par injection de colorant (en haut) et numérique par
critère λ2 (en bas) du sillage d'un cylindre très aplati en zigzag (χ = 10 ;
∆ρ
ρf
= 0.99;Ar ≈ 80).
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9.1. RÉSUMÉ DES RÉSULTATS
Ces degrés de libertés supplémentaires modifient les caractéristiques de la bifurcation et la
nature du régime développé (bifurcation supercritique de type fourche et régime stationnaire
BiFide développé en 'corps fixe' ; bifurcation supercritique de type Hopf et régime instation-
naire Zig − Zag en 'corps mobile'). La symétrie de réflexion est respectée dans les deux cas.
Pour le cylindre χ = 10, la perte de stabilité du régime RV en 'corps mobile' apparaît
pour un nombre de Reynolds légèrement supérieur (Rec1,mob,χ=10 ≈ 147) à celui obtenu en
'corps fixe'. La bifurcation associée à la transition RV <=> OS est similaire à celle observée
en 'corps fixe' (bifurcation supercritique de type fourche). L'élevation du premier seuil reste
surprenante et mérite une investigation plus profonde. Néanmoins, l'existence de la "twilight
zone" liée à des régimes faiblement instationnaires explique le fort écart entre la valeur du seuil
lié à la première transition AXI <=> BF obtenue en 'corps fixe' (Rec1,fix,χ=10 ≈ 127) et le
seuil d'apparition des oscillations auto-entretenues (Rem ≈ 195) détecté expérimentalement.
L'apparition, dans les simulations numériques, des oscillations auto-entretenues ou régime ZZ
correspond à un nombre de Reynolds moyen Rem ≈ 190. La détection de la "twilight zone"
est difficile expérimentalement du fait des faibles amplitudes et du temps d'établissement des
régimes qui la constituent. Le nombre de Strouhal y est quasi-constant et sa valeur est proche
de celle obtenue en 'corps fixe' (St ≈ 0.11). La séquence des bifurcations de la "twilight zone"
pour χ = 10 s'est avérée riche (transitions OM <=> HM et KO <=> ZZ hystérétiques) :
AXI <=> OS <=> OP <=> OM <=> HM <=> KO <=> ZZ
Notation Caractéristique Symétrie plane
OS Oblique Stationnaire oui
OP Oblique Périodique oui
OM Oblique Modulé oui
HM Hélice Modulée non
KO chaotique non
ZZ Zig-Zag oui
L'écart entre la valeur critique Rec1,χ liée à la première transition en 'corps fixe' AXI <=>
BF et la valeur plus faible de Rem pour laquelle Fernandes et al. (2005) ont observé les ré-
gimes ZZ apparaît pour des rapports de forme χ > 6. Il paraît intéressant pour les travaux
numériques futurs d'étendre l'investigation à des rapports de forme χ ∈ [4 : 6]. La dégénéres-
cence de ZZ est à clarifier et il paraît judicieux de balayer les hauts Ar.
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Enfin, il reste le cas du disque infiniment mince dont l'étude est particulière puisque la
poussée d'Archimède est nulle et ainsi le corps ne peut que chuter. Notre choix s'est porté
sur la confrontation entre un cylindre très aplati χ = 10 et un disque de même moment
adimensionnel d'inertie I∗ ≈ 0.004. Nous avons constaté pour ce nouveau cas les présences,
d'une "twilight zone" à Rem ∈ [100 : 130], d'un régime ZZ (pour Rem > 90) et d'une
dégénérescence de ce dernier en Hoola − Hoop (HH n'est pas apparu, en l'état actuel des
choses, pour les cylindres). Le nombre de Strouhal qui caractérise la "twilight zone" du disque
est toujours proche celui obtenu en 'corps fixe' mais la nature des régimes hydrodynamiques
observés est différente du cas χ = 10. Le scénario dans la "twilight zone" du disque est
AXI <=> SPI <=> ELL <=> ZZ2 : les régimes SPIrale (SPI) et ELLiptique (ELL)
ont une trajectoire respectivement circulaire et elliptique dans le plan horizontal ; le régime
ZZ2 est un nouveau régime Zig − Zag faiblement instationnaire. La première transition
rencontrée avec Ar est RV <=> ZZ) et est hystérétique. L'investigation numérique du disque
infiniment mince pour I∗ 6= 0.004 a débuté (se reporter à l'annexe C). Le cas du disque, même
s'il est particulier, laisse penser que le scénario des transitions au sein de la "twilight zone"
pour les cylindres de rapport de forme χ > 6 (et ρs
ρf
= 0.99) doit évoluer avec χ et recèler
encore des régimes originaux...
9.2 Construction d'un modèle mathématique
L'approche 'corps fixe' a mis en évidence la corrélation qui existe entre la nature des
sillages observés avec les modes tirés de la théorie des bifurcations (se reporter à l'annexe B).
Il faut s'attendre à retrouver cette même corrélation dans le cas des corps mobiles. Le tableau
suivant montre la nomenclature envisagée des différents régimes en terme de modes :
régime mode notation mathématique
RV TS Trivial State
OS SS Steady State
ZZ SW Standing Wave
SPI RW Rotating Wave
ELL PrE Precessing Ellipse
OP MM0 Mixed Mode 0
OM ˜MM0 Modulated mixed Mode 0
HH PrW Precessing Wave






Conclusions et perspectives générales
10.1 Conclusions
Les conclusions directes et relatives à chaque approche, 'corps fixe' et 'corps mobile', ont
été données dans les sections intitulées 'Récapitulatif' des deux parties de ce travail. On
conclura d'une manière plus générale dans ce paragraphe.
Nous avons étudié dans une première approche, les instabilités de sillage générées par l'im-
position d'un écoulement uniforme de fluide visqueux en amont d'un obstacle axisymétrique,
la direction de l'écoulement imposé étant colinéaire à l'axe de révolution du corps. Dans une
seconde approche, nous avons étudié les instabilités de sillage générées par le déplacement,
sous l'effet de la flottabilité, de ces mêmes corps dans un fluide visqueux au repos. Pour
les deux approches, l'objet, solide et cylindrique, à un rapport de forme supérieur ou égal à
l'unité ; l'épaisseur du cylindre est donc toujours plus faible que son diamètre. Quelle que soit
l'approche, on peut définir un nombre de Reynolds basé sur le diamètre du corps, la viscosité
cinématique du fluide et une vitesse caractéristique (vitesse imposée de l'écoulement ou vitesse
de déplacement du corps) : la gamme de nombre de Reynolds balayée a permis d'étudier les
écoulements dit rampants aux faibles valeurs de ce paramètre jusqu'à l'apparition d'écoule-
ments instationnaires (nombre de Reynolds modéré de l'ordre de la centaine). Dans le cas où
l'objet se déplace sous l'effet de la flottabilité, nous nous sommes consacrés majoritairement
au cas où la masse volumique du corps est proche de celle du fluide environnant.
L'outil choisi pour mener ces travaux a été la simulation numérique directe. Pour l'ap-
proche 'corps fixe', l'écoulement autour de l'obstacle est obtenu par résolution des équations
de Navier-Stokes instationnaires et tridimensionnelles. L'approche 'corps mobile' couple cette
résolution avec celle des équations de Kirchhoff généralisées à un fluide visqueux déterminant
le mouvement du corps. Les tests de validation, ainsi que la confrontation de nos résultats
avec ceux de la littérature, ont montré la capacité de notre outil numérique à retranscrire la
physique escomptée pour les deux problèmes.
181
CHAPITRE 10. CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES GÉNÉRALES
Pour l'approche 'corps fixe', nous avions initialement l'idée en tête que les premières mo-
difications de la nature du sillage d'un cylindre plus ou moins aplati sont similaires à celles
d'une sphère, connues et documentées. Ce postulat est faux et nous avons montré que tous
les objets cylindriques n'ont pas le même scénario de transition : les cylindres épais avec
un rapport de forme proche de l'unité suivent un scénario similaire à celui de la sphère ; au
contraire, les cylindres plus aplatis présentent des scénarios nouveaux, dépendant du rapport
de forme et révèlant des régimes hydrodynamiques non observés jusqu'à présent.
Dans l'approche 'corps mobile', notre attention s'est notamment portée sur un résultat
expérimental surprenant qui mettait en évidence le fait qu'un cylindre aplati est capable de
maintenir un déplacement vertical et colinéaire à son axe de révolution alors même que son
sillage induit exerce une force perpendiculaire à ce même axe. Nous avons montré, dans la
gamme des paramètres où existe cette curiosité, qu'il existe des régimes hydrodynamiques
originaux modifiant très faiblement la dynamique du corps. C'est cette faiblesse qui explique
la difficulté à observer précisement ces régimes dans un contexte expérimental.
Dans les deux approches, l'utilisation des efforts transverses s'est avérée judicieuse pour
caractériser les instabilités de sillage. Nous avons tenté de proposer une nomenclature pour
classifier les différents régimes qui se succèdent.
Une étude basée sur la théorie des formes normales, menée de front avec l'étude numérique
'corps fixe', a montré la capacité d'un modèle mathématique simplifié par les symétries du
problème à retrouver les différentes séquences des bifurcations décelées pour les cylindres plus
ou moins aplatis. Nous avons fait l'analogie entre la nature des modes issus du développe-
ment en formes normales et la nature des sillages observés. Nous pensons aussi que les régimes
hydrodynamiques, et les transitions associées, observés dans l'approche 'corps mobile' vont
pouvoir être maintenant caractérisés par la théorie des bifurcations.
Nous cherchions, dans le même temps, à comprendre les mécanismes physiques de forma-
tion des instabilités de sillage. La richesse de ces dernières n'a pas permis d'aborder ce point :
autant nous avons constaté bon nombre de types de régimes hydrodynamiques, autant nous
n'avons pas expliqué le pourquoi de leur comportement. Si une conclusion finale devait être




Les perspectives directes et relatives aux deux aspects 'corps fixe' et 'corps mobile' ont été
données dans les sections intitulées 'Récapitulatif' des deux parties constituant cette thèse.
Terminons par quelques perspectives plus générales.
Dans la configuration 'corps fixe', dans la gamme des paramètres de contrôle balayée
ici, notre étude paramétrique reste incomplète. Il sera pertinent de simuler des écoulements
autour d'objets solides cylindriques ayant d'autres rapports de forme que ceux décrits ici
notamment pour mieux caractériser l'influence de ce rapport sur la nature du premier régime
instationnaire. Il serait tout aussi intéressant de se pencher sur le cas des corps ellipsoïdaux
pour étendre l'investigation à l'impact de la forme de l'objet, et non de son seul rapport
de forme, sur les instabilités de sillage. La modification partielle ou totale de la condition
cinématique à la surface du corps en une condition de non-glissement est une autre voie
de perspective et pourrait aider à la compréhension des écoulements autour des bulles et
de gouttes contaminées. Enfin, on peut envisager de quitter la gamme des paramètres de
contrôle balayée ici et de l'étendre, par exemple, aux corps plus allongés avec un rapport de
forme inférieur à l'unité (fibres, bâtonnets)...
Dans la configuration 'corps mobile', on retrouve les mêmes ouvertures possibles. Le para-
mètre de contrôle lié au rapport des masses volumiques du fluide et du corps n'apparaît pas
dans la précédente approche. Nous nous sommes attachés à un rapport des masses volumiques
proche de l'unité ; modifier ce paramètre élargirait considérablement le champ d'investigation
et doit receler bon nombre de surprises. D'autre part, on peut étendre le sujet à l'interaction
entre plusieurs objets mobiles comme les essaims de bulles ou la sédimentation de particules
solides en milieu confiné.
Sur le plan théorique, le modèle mathématique issu de la théorie des formes normales
complétera les études 'corps fixe'. L'utilisation de ce modèle pourrait localiser, de manière
bien plus rapide que les simulations numériques, les modifications de la nature des instabilités
de sillage et des bifurcations associées et ainsi permettrait de proposer des cartographies
détaillées de régimes hydrodynamiques. Ce modèle est en cours de développement tant dans
le cas des corps fixes que des corps mobiles.
Terminons sur deux séries de figures illustrant les dernières simulations menées dans le
cadre de ce travail :




;Ga = 200 (voir figures 10.1 et 10.2) est le régime
4H ou zig − zig − Zag − Zag très récemment découvert par Horowitz & Williamson




≈ 0.034 est en accord les travaux
de Jenny et al. (2004) !
 la dynamique du disque infiniment mince à I∗ = 0.48;Ga = 110 (voir figures 10.3 et 10.4)
correspond à un nouveau régime : l'Autorotation He´licoidale (AH) dit l'hélicorotation'
(se reporter à l'annexe C) ...
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Fig. 10.3  Autorotation en régime AH du disque à (I∗ = 0.48;Ga = 110).







Ecoulements à faible nombre de Reynolds
A.1 Ecoulements autour d'un disque en incidence frontale
L'hypothèse de Stokes permet de négliger les effets inertiels face aux effets visqueux. La
recherche de la solution stationnaire du problème conduit à réécrire les équations de conser-
vation ((2.1) et (2.2)) sous la forme :
∇.V = 0 (A.1)
~∇P = µ∆V (A.2)
Lorsque l'écoulement rampant incident est perpendiculaire aux faces planes du disque, il
existe une solution axisymétrique tel que pour toute variable X, on vérifie ∂X
∂φ
→ 0 (le système
d'équations est décrit dans la base cylindrique (~ex, ~er, ~eφ)). La composante azimutale du champ
de vitesse ~V est nulle ainsi que les composantes axiale et radiale de la vorticité ~ω (~ω = ~∇×~V ) :
~V=Vx.~ex + Vr.~er
~ω=ωφ.~eφ
A partir de l'équation (A.2) et en prenant son rotationnel, il vient :
∆~ω = 0 (A.3)
Du fait des symétries du problème, des conditions aux limites associées et des hypothèses




; Vr = −∂ψ∂x
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La solution théorique pour un écoulement rampant est disponible (Lamb (1932)). D'un
point de vue numérique, on souhaite ici vérifier la capacité du code à simuler ce type d'écou-
lement. Malgré la possibilité de supprimer les termes advectifs, on souhaite confronter la
résolution des équations complètes de Navier-Stokes avec les solutions théoriques existantes
dans ce contexte. La première partie de cette section s'attache à l'influence de la finesse du
maillage sur les résultats ; la seconde partie confronte les résultats numériques à la solution
théorique, notamment à la formulation donnée par Tanzosh & Stone (1996) pour l'écoulement
global ; la troisième partie confronte les résultats numériques à la solution asymptotique obte-
nue par Moffat (1964) pour des écoulements autour d'un coin d'angle d'ouverture quelconque
(une application particulière est l'angle complètement ouvert, i.e. l'arête du disque).
A.1.1 Tests et résultats sur deux maillages
L'étude de convergence en maillage effectuée dans le corps principal du document s'est
intéressée au cas où les effets inertiels dominent largement les effets visqueux (Re >> 1). On
se propose ici dans un premier temps de vérifier si la finesse de maillage employée reste suffi-
sante dans le cas d'un écoulement de Stokes. Dans cette section, est présentée la comparaison
de deux maillages :
maillage grossier ∆Lsing = 0, 02.R0 ∆Lobs→∞ ≈ 200.R0
maillage fin ∆Lsing = 0, 002.R0 ∆Lobs→∞ ≈ 060.R0
avec R0 le rayon de l'obstacle, ∆Lsing et ∆Lobs→∞ étant respectivement la taille caracté-
ristique des cellules discrétisant l'arête du disque et la distance séparant l'objet des frontières
externes au domaine (dans les différentes directions).
Le nombre de points pour décrire chaque direction est de l'ordre de la centaine. L'aug-
mentation en moyenne de la taille des cellules en fonction de la distance à l'objet suit une
raison géométrique de 1.15. La solution du problème physique étant axisymétrique, le calcul
est effectué de manière bidimensionnelle en modifiant la condition liée à l'axe de révolution
de coordonnées (x; 0), en une condition de symétrie (Vn = 0 ; ∂Vt∂xn = 0). Après différents tests,




zone d'influence des effets visqueux étant vaste, pour minimiser l'impact du confinement la
condition cinématique à 'l'infini' est rejetée à plus de 30 diamètres dans les deux cas. Le temps
caractéristique de propagation des effets visqueux étant très grand, la durée réelle des simu-
lations numériques est élevée (de l'ordre de 2-3 mois par calcul séquentiel sur une machine
classique de bureau). On impose la vitesse au bord du domaine, ~V∞ = V∞.~ex et une condition
de non-glissement sur l'obstacle, ~Vobs = ~0. On retrouve l'approche classique dite 'corps fixe'
sans l'emploi d'une condition de sortie.
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(a) (b)
Fig. A.1  Isocontours autour du corps : (a)- Pression ; (b)- Vorticité.
La figure A.1 présente les isocontours de pression et de vorticité obtenus pour les deux
maillages (voir tableau ci-dessus). L'arête du disque a pour coordonnées (0; 1) et le centre du
disque (0; 0). La direction ~er est ici notée ~ey. Malgré une convergence temporelle incomplète,
on constate un très bon accord entre les deux simulations dans la zone proche de l'obstacle
(de l'ordre du diamètre). L'influence de la condition à 'l'infini' n'est donc pas ressentie et
∆Lobs→∞ > 60.R0 semble suffisant. D'autre part, la discrétisation de la zone visible sur la fi-
gure A.1 étant différente pour les deux maillages et les résultats obtenus dans cette zone étant
similaires, la convergence en maillage est prouvée. Le minimum de pression et le maximum de
vorticité azimutale, situés au niveau de l'arête du disque, dépendent par contre de la qualité
de la discrétisation spatiale.
Quelle que soit la finesse de maillage choisie, la répartition surfacique de la pression et des
contraintes visqueuses au niveau de l'obstacle est consistante, sauf au niveau de la singularité
(même constat que pour les nombres de Reynolds faibles, Re > 1). La discrétisation de la
singularité a donc un impact sur l'écoulement de contournement. L'intégration surfacique des
efforts au niveau de la singularité s'en trouve modifiée mais cet impact reste localisé à celle-ci
et ne vient pas détériorer les autres régions de la surface.









(p+ − p−)rdrdφ (A.5)
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L'incertitude relative sur la valeur convergée du coefficient de traînée (théoriquement
quand t → ∞, Cxtheo = 64pi.Re) est de l'ordre de 1% pour le maillage 'fin' et de l'ordre de
4% pour le maillage 'grossier'. La faible erreur commise est due à la discrétisation précise ou
non de la singularité mais n'entache pas la capacité du code à traiter ce problème physique.
A.1.2 Solution analytique pour l'écoulement global
Tanzosh & Stone (1996) proposent une formulation mathématique des solutions du pro-
blème dans un système de coordonnées autre que le système cylindrique présenté jusqu'à
maintenant :
Soit R0, le rayon du disque et soit le système de coordonnées ellipsoïdales (~et, ~ec, ~eφ) telles
que :











x2 + r2 −R20 +
√







R20 − x2 − r2 +
√
(x2 + r2 −R20)2 + 4x2R20
)
(A.9)








De l'équation (A.10), on en déduit les fonctions relatives aux composantes axiales et ra-
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Fig. A.2  Isocontours autour du corps : (a)- vitesse axiale ; (b)- vitesse radiale.
La figure A.2 présente une confrontation entre les isocontours de vitesses axiale (A.2-a) et
radiale (A.2-b) obtenus par la voie numérique et ceux obtenus par la voie théorique. Dans les
deux graphes, la singularité est située en (0; 1).
On constate un bon accord entre les deux approches dans la zone (de l'ordre du diamètre)
proche de l'obstacle. Cet accord conforte notre confiance dans le traitement numérique de la
production de vorticité à la surface du corps. Les erreurs numériques liées au traitement de
la singularité restent négligeables (sauf au niveau de la singularité, elle-même non visible sur
la figure A.2).
Au delà de la zone proche de l'obstacle, on constate que l'allure des différents tracés reste
similaire mais qu'il existe un écart entre eux. Deux raisons possibles à cela : la première est
que le temps de simulation numérique (i.e. le temps de propagation des effets visqueux) est
très grand et les résultats numériques ne sont pas complètement convergés (temps réel de
calcul de l'ordre de deux mois) ; la seconde est que numériquement le nombre de Reynolds
n'est pas strictement égal à zero (Renum = 10−2) et l'inertie du fluide a une influence non
négligeable. Néanmoins, la symétrie amont-aval est quasiment respectée et, en particulier,
aucune zone de recirculation n'est détectée (se reporter à la section A.3.1).
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A.1.3 Solution asymptotique pour le traitement de l'arête
Moffat (1964) a obtenu une solution asymptotique pour les écoulements de Stokes en coin
pour une angle d'ouverture quelconque 2α (le cas qui nous intéresse ici est un angle complè-
tement ouvert tel que 2α = 360). Le système de coordonnées choisi est sphérique, (~eρ, ~eθ, ~eφ)
et centré sur la singularité. ~eφ est la direction azimutale (composante de vorticité non nulle
dans cette direction). La relation (x, r) et (ρ, θ), avec θ ∈ −[pi, pi], est :
x = ρ sin θ (A.14)
r = R0 + ρ cos θ (A.15)




; Vθ = −∂ψ∂ρ
La solution générale pour la fonction de courant ψ obtenue par Moffat (1964) pour un
angle d'ouverture du coin quelconque α est une décomposition en une partie symétrique ψS
et une partie antisymétrique ψA telle que :












sin(λS − 2)α sin(λS − 2)θ
)
(A.18)
où A et B sont deux constantes, λA et λS les exposants solutions de :
sin 2(λA − 1)α = −(λA − 1) sin 2α (A.19)
cos 2(λS − 1)α = −(λS − 1) cos 2α (A.20)
Dans le cas général, la vorticité ωφ = A.ωA + S.ωS s'écrit alors :
ωA = −4.(λA − 1)cos(λAα)
cos(λA − 2)α ρ
λA−2cos(λA − 2)θ (A.21)
ωS = −4.(λS − 1)sin(λSα)
sin(λS − 2)α ρ
λS−2sin(λS − 2)θ (A.22)
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ainsi que la pression p = A.pA + S.pS :
pA = 4µ.
(λA − 1)cos(λAα)
cos(λA − 2)α ρ
λA−2sin(λA − 2)θ (A.23)
pS = 4µ.
(λS − 1)sin(λSα)
sin(λS − 2)α ρ
λS−2cos(λS − 2)θ (A.24)
On constate que la vitesse (fonction de ρ) est en ρλ−1 alors que la pression, la vorticité et
les contraintes visqueuses sont en ρλ−2.
On constate aussi qu'il existe des solutions réelles antisymétriques pour 2α > 146(dans
l'autre cas, les solutions imaginaires engendrent les célèbres structures de l'auteur, cf. Moffat
(1964)).
La décomposition en une partie symétrique et en une partie antisymétrique permet d'envi-
sager n'importe quel angle d'incidence par rapport à la singularité en fonction du rapport des
coefficients A et S. Les cas particuliers sont : A = 0 qui équivaut à un écoulement parallèle à
l'arête ; S = 0 qui équivaut à un écoulement perpendiculaire à l'arête.
Le cas qui nous intéresse ici est un angle complètement ouvert tel que 2α = 360. Alors,
λA = 3/2 et la fonction de courant purement antisymétrique s'écrit :
ψA = ρ
3/2 (cos 3θ/2 + 3 cos θ/2) (A.25)
On en déduit alors les fonctions relatives aux composantes axiale et radiale de la vitesse




















ρ1/2 (sin 3θ/2 + sin θ/2) (A.27)
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ρ−1/2 (sin θ/2) (A.29)
La figure A.3 présente une confrontation entre les isocontours de pression et de vorticité
obtenus par la voie numérique et ceux prédits par la théorie. Dans les deux graphes, la sin-
gularité est située aux coordonnées (0; 1).
Fig. A.3  Isocontours proche de la singularité (a)- pression ; (b)- vorticité azimutale.
Dans les deux graphes, la singularité est située aux coordonnées (0; 1). On constate un
bon accord entre les deux approches dans la zone proche de la singularité (lieu où la solu-
tion asymptotique théorique est valable). Cet accord conforte notre confiance dans le bon
traitement numérique de la singularité.
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A.2 Ecoulement de Stokes pour divers mouvements du
disque
L'écoulement uniforme parallèle à l'axe de symétrie du disque fixe a été étudié et présenté
dans la section précédente. Par changement de référentiel galiléen et par recherche d'une so-
lution stationnaire, le déplacement du disque dans la direction de son axe de révolution dans
un fluide au repos à 'l'infini' se ramène au cas précédent. C'est avec cette nouvelle approche
('corps mobile' avec mouvement imposé) que nous confrontons nos résultats numériques avec
les solutions analytiques de Tanzosh & Stone (1996). Deux raisons à cela : le traitement des
conditions aux limites d'une part et l'intérêt de ce test de validation pour la méthodologie
employée, en contraignant cette fois-ci le mouvement du corps. Les équations de Kirchhoff
ne sont pas ici résolues (champ de vitesse en translation ou en rotation connu). On souhaite
étendre la confrontation à différents types de mouvement. Le nombre de Reynolds est basé
sur la vitesse, soit de translation (Re =
(Ux,Ur).D
ν
), soit de rotation Re =
(Ωx,Ωr).D2
2ν
). Il est fixé
à Re = 0.1. Les tests effectués sur les maillages pour la simulation d'écoulements de Stokes
avec une approche de type 'corps fixe' (se reporter à la section précédente) n'ont pas remis
en cause les conclusions de l'étude de convergence en maillage décrite dans le corps prin-
cipal du document, hormis l'augmentation de ∆Lobs→∞. Le choix du maillage respecte donc
les proportions adoptées pour l'approche 'corps mobile' (∆Lsing = 0.02R0,∆Lobs→∞ = 40.R0).
Quatre cas sont abordés (illustrations en figure A.4) :
 un déplacement en translation parallèle à l'axe de symétrie.
 un déplacement en translation perpendiculaire à l'axe.
 un déplacement en rotation parallèle à l'axe.
 un déplacement en rotation perpendiculaire à l'axe.
Pour les cas en translation, il existe seulement une force colinéaire à la vitesse ~U imposée
à l'obstacle. Pour les cas en rotation, il existe seulement un moment colinéaire à la rotation
~Ω imposée à l'obstacle. La figure A.5 présente l'évolution temporelle de cette force ou de ce

















Le temps est adimensionnalisé par un temps caractéristique visqueux tel que t∗ = t.ν
D2
. Le
tableau suivant présente la valeur de Ci.Re (i = (x, r,mx,mr)) obtenue dans les quatre situa-




Fig. A.4  Déplacements du disque : (a)- translation axiale ; (b)- translation radiale ; (c)
rotation axiale ; (d) rotation radiale.

















La solution numérique Ci(t∗ → ∞) est obtenue par régression aux moindres carrés de
l'évolution temporelle. Cette procédure met en évidence un bon accord entre les solutions
analytiques et numériques. Les efforts exercés sur l'obstacle ainsi que la zone d'influence des
effets visqueux sont donc bien décrits dans nos simulations. L'état initial du système est un
fluide au repos et l'on impose brutalement la condition de non-glissement sur l'obstacle. Aux
premiers instants, le fluide subit une accélération brutale liée aux effets de masse ajoutée.
Ensuite, les effets visqueux diffusent et l'on retrouve une décroissance temporelle des efforts
à cause de l'influence de la force de Basset (i.e. force d'histoire).
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(a) (b)
Fig. A.5  Convergence en temps de la solution numérique Ci(t∗).Re = f(t∗) et lois d'évolu-
tion pour les différents cas : (a)- translation ; (b)- rotation.
Dans le cas des systèmes en translation, cette loi d'évolution est en 1√
t∗ . La longueur de
diffusion caractéristique dans le développement d'une couche de Stokes, dans le cas d'une
translation, est proportionnelle à
√
t∗. Par dérivation, on peut caractériser une vitesse d'éta-
lement des effets visqueux U∗ proportionnelle à 1√
t∗ . Il y a donc proportionnalité entre cette





où U∗(∞) représente la condition imposée à la surface de l'obstacle et U∗(t∗) la vitesse
associée au nombre de Reynolds qu'il aurait fallu imposer pour obtenir un coefficient de traînée
égal à Ci(t∗). La force de traînée étant
∫ ∫
obs
(p−− p+)rdrdφ, avec p+ = −p−, le facteur Ci(t∗)
Ci(∞)
permet d'obtenir le champ des différentes variables à t∗ →∞ au niveau de l'obstacle. L'emploi
du facteur Ci(t
∗)
Ci(∞) sur les isocontours des différentes variables (pression, vitesse) va permettre
une meilleure confrontation avec la prédiction théorique pour la force de traînée stationnaire
sur une distance à l'obstacle de l'ordre du diamètre. Autrement dit, le facteur Ci(t
∗)
Ci(∞) absorbe les
difficultés liées à la lente convergence vers la solution stationnaire (développement des effets
d'histoire). D'autre part, retrouvant bien la loi d'évolution temporelle en 1√
t∗ due à la force
d'histoire, il est possible de comparer le coefficient relatif à cette force avec celui découlant de
la solution théorique. La forme complète de la force de traînée sur le disque est donnée, dans
le cas de la translation axiale, par Lai & Mockros (1972).
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(t− τ) 12 dτ (A.30)
Le premier terme de l'équation (A.30) correspond aux effets de masse ajoutée (existence
au premier pas de temps selon l'initialisation de notre problème). Le second terme est la force
de traînée stationnaire (force de traînée à t→∞). Le troisième terme est la force d'histoire.
En respectant l'adimensionnalisation choisie pour notre configuration et pour t∗ 6= 0, on peut














Nous n'avons trouvé aucune prédiction théorique dans le cas d'une translation radiale.
Néanmoins, le cas du disque en oscillation sous les hypothèses de Stokes a été étudié par
Zhang & Stone (1998) et ceci dans les quatre mouvements décrits dans la figure A.4. Les so-
lutions qu'ils ont obtenues dépendent de la fréquence d'oscillation f imposée. Pour de faibles
fréquences, ils retrouvent aussi une évolution temporelle de la forme :











où Λ est un nombre adimensionnel quantifiant le rapport entre effets inertiels et visqueux




. Le temps caractéristique introduit par Zhang & Stone (1998) est inertiel et
basé sur la fréquence d'oscillation du système alors que notre choix s'est porté sur un temps
caractéristique visqueux. Pour que l'intensité de la force soit respectée, il vient la relation :
Λ2 = 1/(2pit∗)
D'après les équations (A.32) et (A.33), on constate que le rapport entre le coefficient d'his-
toire en translation axiale et en translation radiale est égal à 3
2
. On peut alors en déduire le
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) correspondent aux solu-
tions numérique et théorique en translation axiale (respectivement radiale). Il y a un excellent
accord entre les deux approches. Le tableau suivant récapitule les écarts observés sur la valeur
des coefficients d'histoire notés Bi(i = x, r) :













Effectuer le même raisonnement pour obtenir les coefficients d'histoire pour un disque en
rotation est plus difficile car l'évolution temporelle du moment exercé sur l'obstacle ne suit
pas une loi du type (t∗)n (avec n constant) pour la gamme de temps simulé (t∗ ∈ [0 : 4]).
La figure A.5-b montre que dans les premiers instants (t∗ < 10−2), le moment pour les deux
types de rotation suit une loi en
√
1
t∗ . La forme générale donnée par Zhang & Stone (1998)









(t− τ) 12 dτ) (A.35)
Pour des temps de simulation plus longs, des termes d'ordre supérieur viennent modifier la
forme de la solution. Si l'on se réfère aux résultats de Zhang & Stone (1998), le coefficient Λ2
est proportionnel à l'inverse de t∗. De ce fait, aux temps courts, il convient de confronter nos
résultats à ceux qu'ils obtiennent pour un disque tournant avec une fréquence d'oscillation f













D'après les équations (A.36) et (A.37), le rapport entre le coefficient d'histoire Bmx/Bmr
(Bmx est une solution théorique ; Zhang & Stone (1998) déterminent numériquement Bmr)
est très proche de 3
4
. La valeur que l'on obtient numériquement pour Bmx est proche de la
solution théorique (6% d'écart relatif) mais le rapport Bmx/Bmr tend dans notre cas vers 89




). Le sachant, nous avons proposé malgré
tout une évolution temporelle (Bmr approximatif) pour des moments exercés sur l'obstacle






































Ce point serait donc à étudier plus en détail. Pour des temps plus longs (t∗ > 10−1), les
moments évoluent en (t∗)n avec n ≈ −1. La diffusion visqueuse est alors plus rapide (vitesse
d'étalement des effets visqueux U∗i plus grande) et il est plus évident d'obtenir une solution
quasi-convergée. Le facteur Ci(t
∗)
Ci(∞) tend vers l'unité pour les cas en rotation et ne sera pas
employé lors de la confrontation avec les solutions théoriques.
Les différents paragraphes suivants présentent les isocontours des variables données par
Tanzosh & Stone (1996) confrontés aux simulations numériques dans les quatre cas de mouve-
ment. Les solutions analytiques sont exprimées dans le système de coordonnées ellipsoïdales
(se reporter à la section A.3.1).
A.2.1 Déplacement en translation parallèlement à l'axe de symétrie
Fig. A.6  Isocontours pour une translation axiale du corps : (a)- pression instantanée ; (b)-
vitesse axiale instantanée ; (c) vitesse radiale instantanée ; (d)- pression corrigée ; (e)- vitesse
axiale corrigée ; (f) vitesse radiale corrigée.
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Ux est la vitesse en translation de l'obstacle. La solution étant axisymétrique, il n'y a pas
de composante azimutale pour la vitesse du fluide. Le champ de vitesse et de pression s'écrit :























La figure A.6 en présente leurs isocontours. Le trait continu noir (resp. gris) représente la
solution théorique (resp. numérique). Les figures A.6-a,A.6-b et A.6-c illustrent les champs ins-
tantanés obtenus à t∗ = 1.5. Le coefficient de traînée vaut à cet instant Cx(t∗) = 1.16Cx(∞).
Les figures A.6-d, A.6-e et A.6-f illustrent les champs corrigés par le facteur Cx(t
∗)
Cx(∞) = 1.16.
La forme des isocontours obtenue par simulation numérique est consistante avec la théorie.
Le facteur correctif a un impact remarquable sur la localisation spatiale de ces isocontours
et l'utilisation de cette correction permet d'obtenir un excellent accord avec la théorie près
de l'obstacle (à des distances de l'ordre de son diamètre). On peut constater une légère
dissymétrie amont-aval, visible principalement sur les champs corrigés de pression et de vitesse
axiale. Cette dissymétrie est due au fait que nos simulations sont effectuées à un nombre de
Reynolds non nul.
A.2.2 Déplacement en translation perpendiculairement à l'axe de
symétrie
Ur est la vitesse en translation de l'obstacle. L'écoulement n'est pas axisymétrique. Les so-
lutions obtenues sont dépendantes de la direction azimutale ~eφ (i.e. de l'angle φ). Les champs
de vitesse et pression dans le plan (~ex, ~er) (pas de composante azimutale de la vitesse dans ce
plan) sont :
































Fig. A.7  Isocontours pour une translation radiale du corps : (a)- pression instantanée ; (b)-
vitesse axiale instantanée ; (c) vitesse radiale instantanée ; (d)- pression corrigée ; (e)- vitesse
axiale corrigée ; (f) vitesse radiale corrigée.
La figure A.7 présente les isocontours de ces champs. Le trait continu noir (resp. gris)
représente la solution numérique (resp. théorique). Les figures A.7-a, A.7-b et A.7-c illus-
trent les champs instantanés obtenus à t∗ = 2.4. Le coefficient de traînée vaut à cet instant
Cr(t




Les conclusions sont les mêmes que celles du paragraphe précédent.
A.2.3 Mouvement de rotation parallèle à l'axe de symétrie
Ωx est la vitesse en rotation de l'obstacle. L'écoulement est axisymétrique. Seule la com-
posante de vitesse est azimutale est non nulle (numériquement, la valeur des autres grandeurs
primitives est négligeable).
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(cot−1t(1 + t2)− t) (A.46)
La figure A.8 présente les isocontours de ce champ. En trait continu noir, est représen-
tée la solution théorique. En trait discontinu noir, est représentée la solution numérique. La
figure A.8 correspond au champ à t∗ = 1.79. Le moment adimensionnel vaut à cet instant
Cmx(t
∗) = 1.011Cmx(∞). Le facteur Cmx(t∗)Cmx(∞) est proche de l'unité et n'est donc pas employé
dans ce contexte.
La forme des isocontours obtenus par simulation numérique est consistante avec la théorie
même sans l'utilisation du facteur correctif. La coïncidence des isocontours est bonne sur une
distance de l'ordre du diamètre du disque.
Fig. A.8  Isocontours pour une rotation axiale du corps : vitesse azimutale instantanée.
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A.2.4 Mouvement de rotation perpendiculaire à l'axe de symétrie
Ωr est la vitesse en rotation de l'obstacle. L'écoulement n'est pas axisymétrique. Les solu-
tions obtenues sont dépendantes de la direction azimutale ~eφ (i.e. de l'angle φ). Les champs




























La figure A.9 présente les isocontours de ces champs avec les mêmes conventions que pré-
cédemment. Les figures A.9-a, A.9-b, et A.9-c, illustrent ces champs à t∗ = 2.26. Le cmoment
adimensionnel vaut à cet instant Cmr(t∗) = 1.013Cmr(∞). Le facteur Cmr(t∗)Cmr(∞) est proche de
l'unité et n'est donc pas employé dans ce contexte.
Fig. A.9  Isocontours pour une rotation radiale du corps : (a)- pression instantanée ; (b)-
vitesse axiale instantanée ; (c) vitesse radiale instantanée.
Les résultats obtenus par la simulation numérique sont consistants avec les théories déve-
loppées dans ce contexte. Notre code résolvant les équations complètes de Navier-Stokes est
donc capable de simuler les mouvements de fluide générés par des déplacements variés d'un
disque infiniment mince en régime de Stokes.
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A.3 Sur l'apparition du tourbillon toroïdal
Cette annexe se cantonne aux solutions obtenues lorsque l'on fixe l'objet dans un écoule-
ment incident uniforme parallèle à son axe de symétrie (approche 'corps fixe'). Les sections
précédentes ont montré qu'un écoulement rampant autour d'un disque (Re → 0) ne présente
pas de décollement et donc de formation d'une zone de recirculation en aval de l'obstacle.
Taneda (1956) a localisé expérimentalement l'apparition de la zone de recirculation derrière
une sphère solide fixe à un nombre de Reynolds critique Relc,sph ≈ 24. De nombreuses re-
cherches ont été consacrées au cas du cylindre d'allongement infini (noté ici 2D∞) et ont
mis en évidence que le décollement s'opère pour un nombre de Reynolds Relc,2D∞ ≈ 5. On
se propose ici de caractériser la transition entre les écoulements rampants (sans décollement)
et les écoulements avec zone de recirculation pour les objets cylindriques 3D étudiés dans
notre travail. On s'attache dans un premier temps au cas du disque infiniment mince, puis
aux cylindres plus ou moins aplatis de rapport de forme fini (χ = (1; 3; 10)).
A.3.1 Le cas χ→ +∞
La méthodologie employée pour caractériser l'apparition du décollement consiste à simuler
un écoulement pour un nombre de Reynolds Re+1 en imposant comme condition initiale la




1 ). Une fois la transition Relc,disk mise en évidence,





2 ) en utilisant comme condition initiale la solution obtenue à Re
−
2 pour
vérifier la présence ou non d'une hystérésis lors de la formation du tourbillon.
La figure A.10 montre les résultats obtenus pour quatre nombre de Reynolds. A partir de
Re = 0.32 on constate un décollement généré au niveau de l'arête du disque. Il existe alors en
aval et sur l'axe de révolution du corps, une vitesse ~V (x, 0, 0) telle que ~V .V∞ ~ex < 0. Le point
de changement de signe de ~V .V∞ ~ex, en aval de l'objet, définit la longueur de recirculation
Lc. La figure A.11-a montre une dépendance linéaire entre Lc et Re. Le décollement s'opère
pour un nombre de Reynolds bien plus faible que ceux obtenus dans le cas de la sphère ou du
cylindre infini. La simulation à Re = 0.1 donne Lc ≈ 0.04D.
Le maillage utilisé a un pas en espace dans la direction ~ex au niveau de l'obstacle tel que
∆xobs = 0.005D. Des tests effectués avec d'autres maillages plus grossiers (∆xobs > 0.01D)
montrent que la longueur de la zone de recirculation (~V .V∞ ~ex < 0) varie avec la discrétisation
(Lc = ∆xobs pour Re = Relc,disk). Cette variation ainsi que le comportement linéaire de la
dépendance entre Lc et Re (pour Re < 0.5) indiquent que pour tout nombre de Reynolds non
nul, il existe un décollement dû à la singularité liée à l'arête du disque. Sa visualisation, d'un
point de vue numérique, est donc corrélée à la finesse de maillage employé.
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Fig. A.10  Lignes de courant autour du disque pour quatre valeurs de Re.
L'existence du décollement pour Re 6= 0 a été démontré théoriquement par Miyagi et
Kamei (1983). Ils ont calculé l'expression asymptotique en fonction du nombre de Reynolds
(Re << 1) de la fonction de courant Ψ avec une approximation du second ordre de la forme :
Ψ = Ψ0 +Re.Ψ1 + ... (A.50)
Ψ0 est la fonction de courant pour Re = 0 donnée par Happel & Brenner (1973) et Ψ1
la modification dans le cadre de l'approximation d'Ossen (même technique que Proudman &




(1− ξ2)[(1 + η2)tan−1λ− λ] (A.51)
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où sans plus de détails (ξ ≈ c, η ≈ t) sont les coordonnées dans la base ellipsoïdale (voir
section A.1.2) et (µ ≈ c, ρ ≈ Re.t) les coordonnées du système dans la base sphérique (voir
section A.1.3).
Miyagi et Kamei (1983) ont proposé la relation pour l'angle de décollement au niveau de
la singularité Θd = 0.362Re (non illustré ici) et pour la taille de la recirculation Lc = 0.4Re,





Fig. A.11  Evolution fonction de Re : (a)-longueur de recirculation Lc ; (b)- coefficient de
traînée Cx.
La figure A.11-b présente l'évolution du coefficient de traînée en fonction du nombre de






Breach (1960) a calculé les corrections d'Oseen sur Cx en prenant en compte une partie
des termes de diffusion pour Re ≈ 0 au premier ordre et au second ordre :













Pour les plus faibles valeurs de Re, le coefficient de traînée obtenu par la simulation
numérique est en bon accord avec les solutions théoriques. L'apparition du décollement pour
Re 6= 0 ne rend pas la solution de Stokes caduque. On peut considérer que la solution théorique
et ses approximations restent valables jusqu'à Re ≈ 2. Aucune hystérésis n'a été détectée lors
de l'apparition ou la disparition du tourbillon toroïdal.
A.3.2 Les rapports de forme χ ∈ [1 : 10]
La méthodologie utilisée ici est similaire à celle précédement employée pour le disque, en
vue de détecter ou non un seuil critique Relc,χ. Trois rapports de forme χ sont étudiés : 10, 3
et 1. La discrétisation des obstacles dans la direction ~ex de l'écoulement est ∆xobs = 0.01D.
Pour Re < 0.2, aucun décollement n'est observé ∀χ alors que le disque présentait une zone de
recirculation (avec un maillage de même pas en espace ∆xobs).
ωφD/V∞ ωφD/V∞ ωφD/V∞
(a) (b) (c)
Fig. A.12  Lignes de courant et vorticité à Re=0.2 : (a) χ = 1 ; (b) χ = 3 ; (c) χ = 10.
ωφD/V∞ ωφD/V∞ ωφD/V∞
(a) (b) (c)
Fig. A.13  Lignes de courant et vorticité à Re=6.4 : (a) χ = 1 ; (b) χ = 3 ; (c) χ = 10.
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La figure A.12 présente des simulations pour χ ∈ [1 : 10] à Re = 0.2. De manière qua-
litative, on observe une symétrie amont-aval des isocontours de vorticité azimutale et des
lignes de courant. Aucun décollement n'est observé ∀χ. Il existe donc des écoulements sans
décollement avec Re 6= 0 pour une valeur finie de χ, au contraire du disque infiniment mince.
La figure A.13 présente les isocontours de vorticité azimutale et les lignes de courant ob-
tenues pour les trois rapport de forme à Re = 6.4. A ce nombre de Reynolds, la symétrie
amont-aval est visiblement brisée et l'on constate l'existence de la zone de recirculation dont
la longueur caractéristique Lc et l'angle de décollement (non illustré) dépendent du rapport
de forme. Pour 0.2 < Re < 6.4, on observe la dépendance de la valeur critique Relc avec χ.
Aucune hystérésis sur l'apparition ou la disparition du tourbillon toroïdal n'a été détectée ∀χ.
(a) (b)
Fig. A.14  (a)-Evolution de Lc en fonction de Re ; (b)-Valeur approchée de Relc en fonction
de χ.




e sur la plage Re ∈ [0.6 : 6] ∀χ (voir figure A.14-a). On ne retrouve pas ici la dépendance
linéaire entre Lc et Re dans la gamme 0 < Re−Relc,χ < 5 pour les cylindres. Il est à noter que
la gamme où Lc ∼ Re pour le disque est 0 < Re−Relc,∞ < 0.35 (voir figure A.11-a). La plage
balayée de Re est donc ici plus grande d'où un écart au seuil d'apparition du tourbillon toroïdal
plus grand, susceptible d'expliquer la perte de linéarité. L'investigation pour les cylindres n'a
pas été aussi intensive que pour le disque et il serait intéressant d'effectuer des simulations
pour les cylindres pour des gammes serrées de Re autour des seuils Relc,χ. On considère





≈ Aχ.(Re−Relc,χ) 34 (A.56)
Cette évolution Lc ∼ Re 34 au delà du seuil, permet alors d'estimer la valeur numérique de
Relc,χ. La figure A.14-b présente le nombre de Reynolds de transition Relc,χ en fonction de
χ−1. Plus le rapport de forme est grand, plus Relc,χ est grand (par exemple, Relc,χ=1 ≈ 2.25).
Il est à noter que le nombre de Reynolds de transition (Relc,χ ∼
√
χ−1) est très inférieur à
celui obtenu par Taneda (1956) pour la sphère fixe solide (Relc,sph ≈ 24) et légèremement
inférieur à celui du bâtonnet infini (2D∞).
La figure A.15 présente la variation du coefficient du traînée en fonction du nombre de
Reynolds. On constate une légère influence de χ sur la valeur de Cx : plus le cylindre est épais,
plus la force exercée par le fluide sur l'obstacle est grande. Pour Re < Relc,χ, l'écoulement est
rampant. ∀χ, le coefficient de traînée est inversement proportionnel au nombre de Reynolds
(comme pour le disque).
Fig. A.15  Coefficient de traînée en fonction de Re.
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Fig. A.16  Valeur de Cx.Re selon χ quand Re → 0.
A notre connaissance, aucune solution théorique n'existe pour des écoulements rampants
autour d'obstacles ayant les rapports de forme étudiés ici. La figure A.16 montre l'évolution
de Cx.Re en régime de Stokes (simulations à Re = 0.1). On propose une loi entre Cx et Re en












Notes explicatives sur la théorie des
bifurcations
Cette annexe est un extrait des notes de David Fabre sur la mise en place et le déve-
loppement d'un système d'équations d'amplitude basé sur la théorie des formes normales et
la réduction de ce modèle mathématique par l'emploi des symétries du problème physique.
La section I donne les grandes lignes de l'élaboration de ce modèle mathématique (projet en
cours mené en collaboration avec E. Knobloch). La section II présente les différents types de
solutions obtenues. Deux applications physiques sont ensuite illustrées en section III : d'une
part les écoulements de Taylor-Couette générés par la mise en rotation de cylindres coaxiaux ;
d'autre part les sillages de corps solides.
B.1 Développement des solutions en formes normales
Le cas considéré ici est la mise en évidence et la caractérisation de types d'instabilité liée
à l'interaction entre un mode instable stationnaire et un mode instable instationnaire. Les
problèmes physiques considérés ici sont définis par une symétrie de type O(2) (réflexion et
rotation), dont les différents modes instables ont un nombre d'onde m égal à un. Golubitsky
et al. (1988) ont étudié le problème de l'interaction de ces deux types de mode par l'emploi
de la théorie des formes normales. Ils ont décrit les modes primaires et secondaires rencontrés
(pures modes et mixed modes) et ont exploré les bifurcations possibles d'ordre supérieur. Une
des applications est l'écoulement de Taylor-Couette. Notre but ici est de reprendre leur ap-
proche mathématique et d'en étendre l'application au cas qui nous intéresse, le sillage d'objets
solides.
La méthode diffère sur certains points :
 le système construit est tronqué à l'ordre trois. La troncature aux ordres supérieurs est
en perspective.
 les équations sont exprimées dans une base polaire permettant une réduction du nombre
d'équations qui passe de six à quatre.
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 les taux d'amplification du mode stationnaire λs et du mode instationnaire λh sont ca-
ractérisés en fonction du problème physique.
Il est à noter la forte similarité avec l'approche employée par Hirschberg & Knobloch (1993)
dans leurs études sur l'intéraction de deux modes stationnaires en présence de symétrie O(2).
B.1.1 Paramétrisation du problème
Soit un champ de vitesse, solution d'un problème physique quelconque, tel que :











U0 correspond à l'état de base et est invariant vis à vis d'une symétrie de type O(2). uˆs est
la partie du champ de vitesse global u relative au développement d'un mode stationnaire. uˆh
est la partie du champ de vitesse global u relative au développement d'un mode instationnaire.
θ est une variable définissant une périodicité dans une direction où, dans le problème de Taylor-
Couette, cette direction est la direction axiale : θ = −2pix/Λ, Λ est la longueur d'onde du
mode ; dans le problème des sillages, cette direction est la direction azimutale et θ son angle.
L'état de base et les modes instables sont donc fonction des autres grandeurs spatiales.
B.1.2 Réduction des équations d'amplitude
La méthode standard dans la théorie des formes normales est d'imposer une équivariance
en respect du groupe de symétries étudié. Ici, le groupe de symétrie étudié est de type O(2)
et est généré par une rotation Rα et une réflection κ respectant la transformation :
Rα : (a0, a1, a2) → (a0eiα, a1eiα, a2e−iα); (B.2)
κ : (a0, a1, a2) → (a0, a2, a1). (B.3)
La forme normale contient aussi une symétrie type S1 due aux révolutions du mode de
Hopf.
S1 : (a0, a1, a2)→ (a0, a1eiφ, a2eiφ). (B.4)
Dans le cas du problème de Taylor-Couette, cette symétrie est exacte. Dans le cas du
problème des sillages, S1 résulte de la réduction en formes normales.
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où δ = |a2|2 − |a1|2 et ci, pi,qi sont douze fonctions dépendant des paramètres de contrôle
et des cinq invariants selon O(2), telles que :
ρ = |a0|2, N = |a1|2 + |a2|2, ∆ =
(|a2|2 − |a1|2)2 , (B.8)
Φ = Re(a20a¯1a2), ξ =
(|a2|2 − |a1|2) Im(a20a¯1a2) (B.9)
B.1.3 Troncature au troisième ordre
Si l'on restreint le cas général aux non-linéarités du troisième ordre, le système se simplifie
et devient :
a˙0 = λsa0 + l0|a0|2a0 + l1(|a1|2 + |a2|2)a0
+ il2(|a2|2 − |a1|2)a0 + l3a¯0a¯2a1, (B.10)





+ C|a0|2a1 +Da20a2, (B.11)





+ C|a0|2a2 +Da¯02a1, (B.12)
où l0, l1, l2, l3 sont des coefficients réels et A,B,C,D des coefficients complexes. La corres-
pondance avec les notations de Golubitsky et al. (1988) est :
c1µ · µ ≡ λs, c1ρ ≡ l0, c1N ≡ l1, c20 ≡ l2, c30 ≡ l3,
p1µ · µ ≡ λh, q10 ≡ ωh, (p1ρ + iq1ρ) ≡ C, (B.13)
(p1N + iq
1
N) ≡ (B + A/2), (p20 + iq20) ≡ A/2, (p30 + iq30) ≡ D.
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Les coefficients non-linéaires l0, l1, l2, l3, A,B,C,D et le taux d'amplification du mode de
Hopf ωh sont considérés constants dans cette étude. Les taux d'amplification λs et λh sont
inconnus. La prédiction des différents types de solution est effectuée dans le plan (λs, λh).
Il faut alors spécifier la variation de ces taux d'amplification en fonction des paramètres de
contrôle du problème. Dans le cas des sillages, le seul paramètre est le nombre de Reynolds
Re relatif à la vitesse incidente et les taux d'amplification des instabilités dépendent de Re
sous la forme :
λs = αs(Re−Recs), λh = αh(Re−Rech), (B.14)
ou Recs et Rech sont les seuils donnés par l'analyse de stabilité de l'état axisymétrique.
Dans le problème de Taylor-Couette, les deux paramètres de contrôle sont la vitesse angulaire
des cylindres intérieur et extérieur (Re1, Re2). près de leurs valeurs critiques (Re∗1, Re
∗
2), les








(Re1 −Re∗1) + p1Re2(Re2 −Re∗2). (B.15)
Les valeurs numériques de (Re∗1, Re
∗
2) ainsi que celles des paramètres sont tabulées par
Golubitsky & Langford (1988) selon les différents rapports de forme η entre les diamètres
extérieur et intérieur.
B.1.4 Passage aux coordonnées polaires
Si on introduit une représentation polaire des amplitudes complexes telles que a0 = r0eiφ0 ,
a1 = r1e
iφ1 , a2 = r2eiφ2 , le système (B.7) peut être réduit à quatre équations couplées et





































0r1 (Dr cos Ψ−Di sin Ψ) , (B.18)

















Les treize paramètres initiaux se réduisent à neuf : l0, l1, l3, Ar, Br, Cr, Dr, Di et Ai − 2l2.
De plus, la direction du mode stationnaire donnée par φ0 et la "phase moyenne" du mode de
Hopf, φm = (φ1 + φ2)/2 sont découplées des quatre autres quantités et gouvernées par :
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φ˙0 = l2(r
2
2 − r21) + l3r1r2 sin Ψ, (B.20)





























B.2 Classification des solutions
La nomenclature qui décrit les différents types de solution est donnée dans les tables
suivantes. Cette nomenclature découle de la nature de chaque solution. Les appellations em-
ployées sont relativement proches de celles employée par Crawford & Knobloch (1991). Les
solutions présentées correspondent aux types usuels de modes développés dans le modèle
mathématique tronqué à l'ordre trois. Certaines solutions proviennent de cas dégénérés (ou
d'ordres supérieurs du modèle) mais pour cette annexe synthétique, ce point ne sera pas dé-
taillé. Pour illustrer les différentes types de solution, la projection A(t) est utilisée dans le
sous-espace des amplitudes telles que :
A(t) = a0(t) + a1(t) + a¯2(t), (B.22)
La fonction A(t) (ou A-projection) est une mesure globale de la dynamique du système,
combinant les contributions des composantes stationnaires et instationnaires de chaque mode.
Dans le problème des sillages de corps solides, les parties réelles et imaginaires de la projection
A(t) peuvent être assimilées, par exemple, aux forces transverses exercées sur l'objet par le
fluide. Dans les écoulements de Taylor-Couette, les parties réelles et imaginaires peuvent être
assimilées, par exemple, aux niveaux de vorticité dans la direction périodique.
B.2.1 Les 'pure' modes
La première catégorie de solutions rencontrées est celle contenant les 'pure' modes (d'après
Golubitsky et al. (1988)). Cinq types de 'pure' modes sont recensés dans la table suivante
(table B.2.1). Le plus simple est la solution triviale ou Trivial State (TS). Cette solution
correspond dans le problème des sillages de corps axisymétriques à la solution axisymétrique
(i.e. dans le problème TCF aux "écoulements de Couette"). En termes d'amplitudes, le mode
TS s'écrit : (a0, a1, a2) = (0, 0, 0). Sa projection A(t) s'illustre par un point centré à l'origine
de l'espace des amplitudes. Ce mode peut bifurquer vers un autre mode stationnaire, nommé
Steady State (SS) . L'axisymétrie est brisée dans le problème du sillage au profit d'une sy-
métrie plane générant une force transverse stationnaire. Dans le problème de Taylor-Couette,
les rouleaux tourbillonnaires alternés périodiquement apparaissent dans la direction longi-
tudinale (solution dite "des tourbillons de Taylor"). L'A-projection du mode SS s'écrivant
(a0, a1, a2) = (a0, 0, 0) avec a0 6= 0 s'illustre (voir figure B.1-a) par un point fixe décentré par
rapport à l'origine de l'espace des amplitudes.
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Nomenclature Représentation orbitale Symétries Nombre période
(pure mode) coord. polaires coord. primitives
Trivial state (TS) (0, 0, 0, nd) O(2)× S1 0
Steady state (SS) (r0, 0, 0, nd) Z2(κ)× S1 0
Rotating wave (RW ) (0, r1, 0, nd) ˜SO(2) 1
Standing wave (SW ) (0, r1, r1, nd) Z2(κ)⊕ Zc2 1
Precessing ellipse (PrE) (0, r1, r2, nd) Zc2 2
Tab. B.1  Nomenclature, symétries et périodes des solutions de type 'pure' modes.
(a) : SS (b) : SW (c) : RW
Fig. B.1  Illustrations des 'pure' modes.
La phase φ0 reste indéterminée (ou arbitraire) et aucune direction n'est donc privilégiée
pour le développement de la force transverse dans le problème du sillage. La transition entre
le mode TS et le mode SS est une bifurcation de type fourche ; l'arbitraire de φ0 rend la
bifurcation de révolution. Deux autres 'pure' modes sont instationnaires dans l'espace des
amplitudes A(t) (ne correspondent pas à un point fixe). Ils bifurquent deuis le mode TS par
le biais d'une bifurcation de Hopf (φ0 arbitraire, donc Hopf de révolution). Ces modes se
nomment Standing Wave (SW , voir figure B.1-b) et Rotating Wave (RW , voir figure B.1-
c) et correspondent respectivement aux amplitudes (a0, a1, a2) = (0, a1, a1) et (a0, a1, a2) =
(0, a1, 0)) avec a1 6= 0. Du fait de la symétrie O(2), les valeurs propres de la bifurcation de
Hopf sont doubles et impliquent au seuil, l'apparition simultanée des modes SW et RW (sans
nécessairement impliquer la stabilité de ces nouvelles branches). Dans le problème de Taylor-
Couette, le mode RW correspond aux structures tourbillonnaires dites "Spiral vortices" (le
mode SW , aux "Ribbons vortices") et dans le problème du sillage, le mode RW a été décelé
dans le cas des corps mobiles pour des cylindres suffisamment aplatis et des facteurs I∗ faibles
(le mode SW est associé aux zigzags des corps fixes ou mobiles). L'A-projection du mode
RW correspond à un cercle de rayon a1 centré sur l'origine de l'espace des amplitudes.
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Le mode SW est illustré par un segment de droite dont le centre géométrique coïncide
avec l'origine de l'espace. L'orientation de ce segment est indéterminée ('nd' dans les tables),
par le caractère arbitraire de φ0.
Un dernier 'pure' mode est le mode Precessing Ellipse (PrE) à deux fréquences. L'at-
tracteur dans l'espace des amplitudes est de forme elliptique (et non circulaire comme le mode
RW ). Il semble que le mode PrE soit observé pour le disque mobile infiniment mince.
B.2.2 Les 'mixed' modes
(d) : PrW (e) : MM0 (f) : MMpi
Fig. B.2  Illustrations des 'mixed' modes.
Les 'pure' modes peuvent donner naissance à une nouvelle catégorie de modes, les 'mixed'
modes (voir table B.2.2). Les 'mixed' modes peuvent être vus comme un couplage de deux
'pure' modes (hormis le mode TS). Trois 'mixed' modes sont mis en évidence ici : Mixed
Mode 0 (MM0), Mixed Mode pi MMpi) et Precessing Wave (PrW ). Le mode MM0 (voir
figure B.2-b) est le couplage d'un mode stationnaire et d'un mode instationnaire de même
phase arbitraire φ0 (i.e. les deux modes se développent dans la même direction indéterminée) ;
le mode MM0 oscille donc dans une direction radiale de l'espace des amplitudes mais autour
d'un point fixe différent de l'origine. Le mode MMpi (voir figure B.2-c) est composé lui aussi
de deux modes, stationnaire et instationnaire, mais les directions de leur développement sont
perpendiculaires entre elles ; le modeMMpi oscille donc dans la direction azimutale de l'espace
des amplitudes et autour d'un point fixe différent de l'origine.
Du fait de cette colinéarité ou perpendicularité des modes, on parle aussi de mode RSP
ou (reflection-symmetry preserving) pour le modeMM0 ; de mode RSB (reflection-symmetry
breaking) pour le mode MMpi. Le mode MM0 correspond aux structures tourbillonnaires
dites "twisted vortices" pour le problème de Taylor-Couette et le régime Zig− zig (Zz) pour
le problème du sillage. Le modeMMpi correspond aux structures tourbillonnaires dites "wavy




Nomenclature Représentation orbitale Symétries Nombre période
(mixed mode) coord. polaires coord. primitives
MM0 (ra, rb, rb, 0) Z2(κ) 1
MMpi (ra, rb, rb, pi) Z2(κpi, pi) 1
PrW (ra, rb, rc,Ψ) 1 2
Tab. B.2  Nomenclature, symétries et périodes des solutions de type 'mixed' modes.
Le dernier mode classé ici dans cette catégorie est le PrW (Precessing Wave) correspon-
dant à la superposition d'un mode SW et d'un mode RW . Il est à noter que ce type de
solution n'existe que pour un système d'équations aux amplitudes tronquées à un ordre su-
périeur ou égal à cinq. Cette catégorie est communément appelée 'modulated rotating wave'
mais on préfère ici garder le terme 'modulated' pour la dégénérescence supérieure des 'mixed'
modes. Le mode PrW est une solution à deux fréquences (au contraire du mode MM0 et
MMpi). Une modification de l'A-projection permettrait de s'absoudre de la précession de ce
mode. Il est possible de mettre en évidence trois sous-catégories dans le mode PrW . Dans le
problème du sillage, le mode PrW a été observé pour un disque mobile. Dans le problème
de Taylor-Couette, ce mode correspond aux "modulated spiral vortices". Différents types de
"modulated spiral vortices" ont été observé ; il pourrait donc apparaître des sous-catégories.
L'appellation 'modulated' est, semble-t-il, à clarifier pour mieux appréhender le problème en
terme de symétries et de bifurcations.
B.2.3 Les 'modulated mixed' modes
(g) : ˜MMpi (h) : PuW (i) : 3FW
Fig. B.3  Illustrations des 'modulated mixed' modes.
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Nomenclature Représentation orbitale Symétries Nombre période
modulated mixed mode coord. polaires coord. primitives
( ˜MM0,pi) (ra(t), rb(t), rb(t), 0 or pi) 2
Pulsating wave (PuW ) (r0(t), r1(t), r2(t),Ψ(t)) 2
r¯1 = r¯2 ,sin(Ψ) = 0
3-frequency wave (3FW )
General (r0(t), r1(t), r2(t),Ψ(t)) 1 3
Type A (ra(t), rb(t), rb(t),Ψ(t)) 1 3
sin(Ψ) 6= 0
Type B (ra(t), rb(t), rc(t), 0 or pi) 1 3
r¯b 6= r¯c
Type C (0, rb(t), rc(t), nd) 1 3
r¯b 6= r¯c
Tab. B.3  Nomenclature et périodes des solutions de type 'modulated mixed' mode.
Pour obtenir des 'modulated mixed' modes, il faut rencontrer deux bifurcations, primaire
et secondaire. Une bifurcation, dite tertiaire, permet d'obtenir ce type de modes (voir table
B.2.3). Selon leurs symétries, ces modes contiennent deux ou trois fréquences. Les solutions
à deux sont par exemple : Modulated Mixed Mode 0 ( ˜MM0), Modulated Mixed Mode
pi ( ˜MMpi) et Pulsating Wave (PuW ). Les solutions à trois fréquences n'ont été ici que
très rarement rencontrées, et, pour l'instant, cette catégorie nommée 3 − Frequency Wave
(3FW ) rassemble une multiplicité de type de solutions, notamment par rapport au problème
de nomenclature mis en évidence au paragraphe précédent, avec les Modulated Rotating
Wave (MRW ).
Les solutions à deux fréquences ont été rencontrées pour la plupart dans le problème
du sillage. Le mode ˜MM0, mode MM0 à deux fréquences, a été observé pour les cylindres
fixes peu aplatis. Le mode ˜MMpi, mode MMpi à deux fréquences, n'a pas été observé (ou
décelé !). Le mode PuW (ou MPW , Modulated Pulsating Wave) a été mis en évidence
pour le cylindre χ = 3. Du fait du nombre de bifurcations rencontrées, la classification des
modes d'ordre supérieur devient complexe. Ce travail s'étant concentré sur l'obtention et
la caractérisation des premières bifurcations, cette approche est encore à approfondir. Ce
travail fait l'objet d'une collaboration avec Edgar Knobloch que nous remercions et amènera




Cette section va illustrer chaque type de solution avec les régimes hydrodynamiques ob-
servés dans le cas des sillages d'obstacles et les écoulements de Taylor-Couette. Pour une
meilleure description des régimes associés à ce dernier problème, nous prions le lecteur de se
référer aux articles correspondants.
La table suivante fait le lien entre la nomenclature utilisée dans l'approche théorique et
celle des deux applications physiques décrites ici :
Formes normales Sillage Ecoulement TC Bif. inf. Bif. sup.
trivial mode (TS) AXI/RV TC flow SS,SW ,RW
steady mode (SS) SS/OS Taylor TS MM0,MMpi
rotating wave (RW ) ?/SPI spiral TS PrW
standing wave (SW ) ZZ/ZZ ribbons TS MM0,MMpi,PrW
mixed mode 0 (MM0) Zz/OP twisted SS,SW PuW , ˜MM (0,pi)
mixed mode pi (MMpi) Y Y/? wavy SS,SW PuW , ˜MM (0,pi)
precessing wave (PrW ) ?/HH oscilat. spiral RW ,SW 3FW
Tab. B.4  Nomenclature et transitions : Analogie entre les formes normales, les sillages et
les écoulements de Taylor-Couette.
Les deux dernières colonnes de la table ci-dessus montrent les possibilités de transition
entre les modes prédites par le modèle mathématique. Dans le cas des sillages, on distingue
les configurations 'corps fixe' et 'corps mobile'.
Les planches suivantes de B-4 à B-6 illustrent ces possibilités de transition pour chaque
application. Les situations physiques qui illustrent l'application aux sillages sont :
 AXIsymetrique : le cylindre χ = 3, fixe, Re = 200
 BiFide : le disque χ→∞, fixe, Re = 126
 SPIrale : le disque χ→∞, mobile, Ar = 33.7, I∗ = 0.004
 Zig − Zag : le disque χ→∞, fixe, Re = 142
 Zig − zig : le cylindre χ = 1, fixe, Re = 380










B.3.2 Etude de Taylor-Couette
.





B.3.3 Etude de sillage
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Cartographie selon I∗ et Ar pour un
disque mobile infiniment mince
C.1 Préliminaires
Fig. C.1  Cartographie expérimentale (Rem, I∗) pour des cylindres très aplatis de Willmarth
et al. (1964), Stringham et al. (1969) et Field et al. (1997) (+ simulations numériques pour
χ = 50).
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Il n'existe, à notre connaissance, que des données obtenues expérimentalement sur la dy-
namique de 'disques' observée en fonction du rapport des masses volumiques (ou I∗) et du
nombre d'Archimède (ou Rem). Field et al. (1997) ont réuni leurs résultats avec ceux de Will-
marth et al. (1964) et Stringham et al. (1969) dans une carte des régimes hydrodynamiques
selon (Rem, I∗) présentée dans la figure C.1. La carte est découpée en quatre régions où les
corps :
 chutent verticalement (rectiligne stable)
 se déplacent selon un zig-zag plan (périodique)
 effectuent des rotations complètes (autorotation)
 alternent des mouvements en zig-zag et en autorotation (chaotique)
Les régimes AutoRotation et chaotique dans le sens 'zigzag+autorotation' seront notés ici
respectivement AR et ZZ/AR.
Nous avons effectué des simulations avec un cylindre de rapport de forme χ = 50 et de
moment adimensionnel d'inertie I∗ = [0.0005; 0.0015; 0.006; 0.02]. Pour Ar = 27 (Rem ≈ 75),
les simulations ont révélé des régimes stationnaires RV . Pour Ar = 41, les résultats à I∗ =
[0.0005; 0.0015] indiquent encore un régime RV (Rem ≈ 125) ; la simulation à I∗ = 0.006
montre un régime ZZ2 faiblement instationnaire (θmax ≈ 1;St ≈ 0.103;Rem ≈ 124) ; la
simulation à I∗ = 0.02 montre un régime instationnaire ZZ (θmax ≈ 75;St ≈ 0.197;Rem ≈
110). La figure C.2 présente la trajectoire obtenue pour χ = 50 en régime ZZ ainsi que son
illustration par Field et al. (1997). Pour Ar = 70 et I∗ = 0.02 (Rem ≈ 225), on observe
un régime chaotique quasi-plan avec des phases d'autorotation du corps entrecoupées de
zigzags (AR/ZZ). Le nombre de Reynolds basé sur les extrema de vitesse verticale est :
Re = 225±250 ; il existe donc une phase temporelle où le corps ne chute plus mais remonte ! ! !
Les figures C.3 présentent la trajectoire pour χ = 50 en régime ZZ/AR et l'illustration par
Field et al. (1997). Plus I∗ est élevé, plus les oscillations auto-entretenues montrent une
quadrature entre l'inclinaison du corps et la vitesse horizontale d'une part (cf. Belmonte
et al. (1998) ; Pesavento & Wang (2004)), et d'autre part, plus les déplacements horizontaux
deviennent faibles dans ces mêmes régimes (cf. Willmarth et al. (1964)).
Willmarth et al. (1964) ont utilisé des cylindres de rapport de forme χ ∈ [25 : 1000],
Stringham et al. (1969) des cylindres avec χ = 10 et Field et al. (1997) des cylindres de
rapport de forme χ ∈ [10 : 60]. Hormis Stringham et al. (1969), les auteurs ont donc joué
sur le rapport de forme pour faire varier I∗ en considérant que si les cylindres restaient
suffisamment aplatis, leur épaisseur jouait un rôle négligeable (les plus forts I∗ correspondant
aux plus faibles χ). Dans le chapitre 8, nous avons effectué des études paramétriques pour les
rapports de forme χ = [1 : 3 : 10] en fixant le rapport de masse volumique (ρs
ρs
≈ 1). Nous
avons essayé d'étendre ce contexte au disque infiniment mince. La confrontation directe avec
les rapports de forme fini n'a pas été évidente mais il est apparu des différences majeures
entre le scénario des bifurcations (I∗ = 0.0048;χ = 10) et celui de (I∗ = 0.004;χ → ∞). Il





Fig. C.2  (a)- influence de χ sur la trajectoire à (I∗ = 0.02, Ar = 41) ; (b)- illustration du
régime ZZ par Field et al. (1997).
(a) (b)
Fig. C.3  (a) Trajectoire d'un disque en régime ZZ/AR (χ = 50, I∗ = 0.02, Ar = 70) ; (b)
Illustration du régime ZZ/AR par Field et al. (1997).
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Nous avons ensuite reproduit les simulations numériques précédentes (χ = 50, ∀I∗) mais
cette fois-ci avec χ = 25. A Ar = 41 et I∗ = 0.006, le cylindre χ = 25 s'est avéré stable (χ = 50
faiblement instable). A Ar = 41 et I∗ = 0.02, un régime ZZ est observé comme pour χ = 50
mais les amplitudes du mouvement sont modifiées (θmax ≈ 50;St ≈ 0.225;Rem ≈ 108). La
trajectoire en régime ZZ pour le cylindre χ = 25 est superposée à celle du cylindre χ = 50
(I∗ = 0.02;Ar = 41) en figure C.2-a. Ce constat semble donc corroborer notre hypothèse.
Nous proposons dans cette annexe d'effectuer une cartographie pour le disque infiniment
mince χ → ∞ en faisant varier à la fois I∗ et Ar∗ (0.004 < I∗ < 0.5 ;5 < Ar < 50). Le cas
I∗ = 0.004 a été présenté dans la partie principale des corps mobiles (se reporter au chapitre
8) ; nous y avons détecté la présence d'une "twilight zone". D'autres valeurs de I∗ ont mis
aussi en évidence la présence de régimes faiblement instationnaires (SPI,ELL,ZZ2). Hélas
l'investigation numérique de ces régimes n'a pas été suffisamment profonde pour en proposer
une description détaillée. Nous prenons ici le parti de ne présenter que les régimes d'amplitude
importante (θmax > 5) et d'écarter les "twilight zone". Les seuils de transition en Ar sont
données à titre qualitatif et méritent d'être affinées. Pour balayer la gamme I∗ = [0.004 : 0.5],
quatre I∗ supplémentaires sont étudiés à savoir I∗ = [0.012; 0.048; 0.160; 0.480] ; seul le coin
supérieur gauche de la figure C.1 est prospecté. Aucune donnée expérimentale n'existe pour
I∗ > 0.04.
















g, l'évolution des extrema du nombre de Reynolds (Remin et Remax), du





l'inclinaison maximale θmax de l'axe de révolution du corps par rapport à ~g.
Ces différents graphes permettent d'initier la caractérisation des régimes hydrodynamiques.
On va rencontrer des régimes RV , ZZ, HH, ZZ/AR, AR et AH. Le régime AH est nou-
veau et correspond à une Autorotation He´licoidale : les autorotations classiques ont une
trajectoire oblique contenue dans un plan (droite dans le plan horizontal). L'hélicorotation
est munie d'une lente précession supplémentaire dans le plan horizontal (quasi-cercle dans le
plan horizontal).
Chaque régime est illustré par les graphes décrivant la trajectoire, la visualisation du
sillage à l'aide du critère λ2 et des isocontours de vorticité 'verticale'. Les diagrammes des
'vitesses/efforts' sont ici tracés dans le repère absolu (au contraire dans le repère du corps
dans le chapitre 8).
Enfin, nous tenterons de rassembler les résultats avec les ébauches de cartographies (Rem, I∗)
et (Ar, I∗) pour le disque infiniment mince. Une étude sur la dépendance existante entre St∗
et I∗ est adjointe . Nous ne nous aventurerons pas à qualifier la nature des bifurcations
rencontrées ici.
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C.2. I∗ = 0.004
C.2 I∗ = 0.004
(a) (b) (c)
Fig. C.4  Evolution en fonction de Ar (χ→∞, I∗ = 0.004) de : (a) Re ; (b) S∗t ; (c) θ.
Pour Ar < 33 (Re ≈ 100), on détecte le régime RV .
Pour 33 < Ar < 46, on observe le régime ZZ. L'inclinaison maximale du disque évolue
sensiblement dans cette plage θmax ∈ [23: 42]. S∗t augmente sensiblement avec Ar avec une
valeur de l'ordre de 0.35.
Pour Ar > 46, la symétrie de réflexion est brisée et il apparaît une précession dans le plan
horizontal caractérisant le régime Hoola−Hoop (HH). L'évolution de θmax avec Ar ne semble
pas être modifiée par la transition ZZ <=> HH. Au contraire, il y a une discontinuité sur
S∗t (diminution sensible).
Des détails supplémentaires sont donnés dans le chapitre 8, notamment la description des
régimes faiblement instationnaires.
Les figures C.12, C.13, C.14 et C.15 décrivent le régime HH (I∗ = 0.004;Ar = 47.9).
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C.3 I∗ = 0.012
(a) (b) (c)
Fig. C.5  Evolution en fonction de Ar (χ→∞, I∗ = 0.012) de : (a) Re ; (b) S∗t ; (c) θ.
Pour Ar < 24 (Re ≈ 60), seul le régime RV est détecté.
Pour 24 < Ar < 36, on observe le régime ZZ. L'inclinaison maximale du disque évolue
sensiblement dans cette plage θmax ∈ [24: 48]. S∗t augmente sensiblement avec Ar et prend
une valeur de l'ordre de 0.28.
Pour Ar > 36, la symétrie de réflexion est brisée et il apparaît une précession dans le plan
horizontal caractérisant le régime HH. L'évolution de θmax avec Ar ne semble pas modifiée
par la transition ZZ <=> HH. Au contraire, il y a une discontinuité sur S∗t .
Les transitions et les constats sont similaires au cas précédent (I∗ = 0.004). Toujours par
rapport au cas précédent, le régime ZZ :
 à un nombre de Strouhal plus faible
 une apparition plus tardive selon la valeur d'Ar
 voit sa plage d'existence en Ar réduite
Les figures C.16, C.17, C.18 et C.19 décrivent le régime ZZ (I∗ = 0.012;Ar = 25.4).
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C.4. I∗ = 0.048
C.4 I∗ = 0.048
(a) (b) (c)
Fig. C.6  Evolution en fonction de Ar (χ→∞, I∗ = 0.048) de : (a) Re ; (b) S∗t ; (c) θ.
Pour Ar < 16 (Re ≈ 38), le régime RV est détecté.
Pour 16 < Ar < 26, on observe le régime ZZ. L'inclinaison maximale du disque évolue
fortement dans cette plage : θmax ∈ [5: 80]. S∗t diminue fortement avec Ar (S∗t ∈ [0.15 : 0.2]).
Pour 26 < Ar < 32, la symétrie de réflexion est conservée mais le corps a un comportement
chaotique présentant des phases de type ZZ et des phases de type AR. Le régime est ZZ/AR.
Pour des rotations complètes, on place sur le graphe θmax à 180. Il y a une forte discontinuité
sur S∗t à la transition ZZ <=> ZZ/AR (environ un facteur deux).
Pour Ar > 32, le régime observé est AR : le corps ne se déplace plus qu'en faisant des
autorotations (disparition de la phase type ZZ). S∗t a une valeur proche de celle trouvée dans
le régime ZZ/AR.
Les transitions ne sont plus similaires au cas précédent (I∗ = 0.012). Le régime HH a
disparu au profit des régimes ZZ/AR et AR. Dans la plage où persiste le régime ZZ, S∗t pour
I∗ = 0.048 est plus faible qu'à I∗ = 0.012. En régime ZZ (cf. section 'résultats χ→∞ corps
fixe'), la fréquence sur des grandeurs relatives à l'horizontale est la moitié de celle obtenue
sur la verticale. En régime AR (dérive oblique du corps), ce n'est plus le cas et ceci explique
le facteur deux sur S∗t entre les régimes ZZ et ZZ/AR. Le régime ZZ/AR est peut-être à
associer à un cycle hétérocline...
Les figures C.20, C.21, C.22 et C.23 décrivent le régime ZZ/AR (I∗ = 0.048;Ar = 27.6).
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C.5 I∗ = 0.160
(a) (b) (c)
Fig. C.7  Evolution en fonction de Ar (χ→∞, I∗ = 0.160) de : (a) Re ; (b) S∗t ; (c) θ.
Pour Ar < 14 (Re ≈ 34), on détecte le régime RV .
Pour 14 < Ar < 22, on observe le régime ZZ. Cette plage est peu renseignée sur les
graphes car les simulations n'ont pas totalement convergé. Néanmoins, il semble d'après les
simulations non convergées que θmax balaye l'intervalle [5;180] lors du régime ZZ et que S∗t
diminue fortement avec Ar.
Pour 22 < Ar < 24, on s'attend à retrouver le régime ZZ/AR mais celui-ci n'a pas été
clairement observé (toujours à cause du temps de simulation).
Pour Ar > 24, le régime observé est de type AR. On retrouve la remarque de la section
précédente sur S∗t : il existe un facteur deux entre S
∗
t en régime AR et en régime ZZ.
Les régimes ZZ sont observés à des valeurs de Rem bien plus faibles que la 'limite' fixée
par les expérimentateurs (de l'ordre de la centaine) pour les cylindres aplatis et des I∗ de
valeurs inférieures à celle étudiée ici.
Malgré un manque certain de simulations, il semble que l'on retrouve pour I∗ = 0.160 les
transitions observées RV <=> ZZ <=> ZZ/AR <=> AR pour I∗ = 0.048.
Les figures C.24, C.25, C.26 et C.27 décrivent le régime AR (I∗ = 0.160;Ar = 27.6).
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C.6. I∗ = 0.480
C.6 I∗ = 0.480
(a) (b) (c)
Fig. C.8  Evolution en fonction de Ar (χ→∞, I∗ = 0.480) de : (a) Re ; (b) S∗t ; (c) θ.
Pour Ar < 14 (Re ≈ 34), on détecte le régime RV .
Pour 14 < Ar < 18, on s'attend à retrouver le régime ZZ mais celui-ci n'a pas été
clairement observé (toujours le temps de simulation).
Pour 18 < Ar < 20, même observation que précédemment pour le régime ZZ/AR.
Pour 20 < Ar < 32, le régime observé est de type AR. On retrouve la remarque de la
section précédente sur S∗t : il y a un facteur deux entre le S
∗
t du régime AR et du régime ZZ.
Pour Ar > 32, le régime observé est de type AH (l'hélicorotation !). La symétrie de ré-
flexion est brisée et les autorotations ne sont plus contenues dans un plan. La trajectoire
devient quasi-circulaire dans le plan horizontal. Le disque tourne sur lui-même et se penche
légèrement vers le centre du cercle. La précession est très faible face à l'autorotation mais
semble devenir de plus en plus importante quand Ar augmente. La trajectoire en 3D s'ap-
proche de la spirale. S∗t augmente avec Ar et ne présente pas de discontinuité à la transition
AR <=> AH.
Malgré un manque certain de simulations, il semble que l'on retrouve pour I∗ = 0.480 les
transitions observées RV <=> ZZ <=> ZZ/AR <=> AR pour I∗ = 0.016. Les seuils de
transition étant plus rapprochés ici, cela nous a permis de détecter clairement le régime AH.
Des simulations non convergées semblent montrer son existence à I∗ = 0.016 pour Ar > 40.
Il est à noter que les variations de la vitesse verticale (i.e. les extrema de Re) deviennent de
plus en plus faibles avec I∗ pour tous les régimes instationnaires.
Les figures C.28, C.29, C.30 et C.31 décrivent le régime AH (I∗ = 0.480;Ar = 47.9).
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Fig. C.9  Cartographie (Rem, I∗) pour le disque infiniment mince.




Fig. C.11  (a) Influence de I∗ sur le nombre de Strouhal moyen Stm proche de RV <=> ZZ ;
(b) Evolution de S∗t .Ar.I
∗ 1
2 selon l'écart au seuil RV <=> ZZ .
C.7 Commentaires
Quelques remarques sur la dépendance entre Stm et I∗. La figure C.11-a présente l'évolu-
tion en échelle logarithmique de St avec I∗ en régime ZZ. La figure C.11-b présente l'évolution
de S∗t .Ar.I
∗ 1
2 en fonction de l'écart au seuil d'apparition des régimes instationnaires. Willmarth
et al. (1964) ont mis en évidence une dépendance entre Stm et I∗ telle que St ∼ cste.I∗n lors
de l'apparition des régimes dits instables. La figure C.11-a montre une dépendance similaire
à celle observée par Willmarth et al. (1964) (ligne continue noire sur la figure). Les poin-
tillés gris correspondent aux valeurs numériques de Stm lors de l'apparition des régimes ZZ
(St2m ∼
√
I∗). Plus on s'éloigne de RV <=> ZZ : pour I∗ < 10−2 fixé, plus Stm augmente
avec Ar (ce comportement est constaté par Willmarth et al. (1964)) ; pour I∗ ≈ 10−2, Stm reste
quasi-constant (ce comportement est constaté par Willmarth et al. (1964)) ; pour I∗ > 10−2
fixé, plus Stm diminue avec Ar.
Dans cette annexe, nous avons décrit les régimes au moyen de St∗ et non de Stm. Sur
ce dernier paramètre adimensionnel, on trouve, près de la transition RV <=> ZZ, une
dépendance linéaire entre S∗tArI
∗n et l'écart au seuil (voir figure C.11-b). On peut écrire au
seuil : S∗tArc1 ∼ 12I∗−
1








lieu de ti. Les figures C.9 et C.10 présentent qualitativement les cartographies (Rem, I∗) et
et(Ar, I∗) des régimes hydrodynamiques (0.004 < I∗ < 0.5 et 5 < Ar < 50).
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(a) (b)
Fig. C.12  Visualisation du régime HH (χ→ +∞, I∗ = 0.004) : Ar = 47.9(Rem ≈ 124).




Fig. C.14  Espace des vitesses du régime HH (χ → +∞, I∗ = 0.004, Ar = 47.9) : (a)-
(U∗v , U
∗






Fig. C.15  Espace des forces du régime HH (χ→ +∞, I∗ = 0.004, Ar = 47.9) : (a)-(F ∗v , F ∗h ) ;
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(a) (b)
Fig. C.16  Visualisation du régime ZZ (χ→ +∞, I∗ = 0.012) : Ar = 25.4(Rem ≈ 63.5).




Fig. C.18  Espace des vitesses du régime ZZ (χ → +∞, I∗ = 0.012, Ar = 25.4) : (a)-
(U∗v , U
∗






Fig. C.19  Espace des forces du régime ZZ (χ→ +∞, I∗ = 0.012, Ar = 25.4) : (a)-(F ∗v , F ∗h ) ;




DISQUE MOBILE ∀(I∗, Ar)
(a) (b)
Fig. C.20  Visualisation du régime ZZ/AR (χ→ +∞, I∗ = 0.048) : Ar = 27.6(Rem ≈ 90.0).





Fig. C.22  Espace des vitesses du régime ZZ/AR (χ → +∞, I∗ = 0.048, Ar = 27.6) : (a)-
(U∗v , U
∗






Fig. C.23  Espace des forces du régime ZZ/AR (χ → +∞, I∗ = 0.048, Ar = 27.6) : (a)-
(F ∗v , F
∗
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(a) (b)
Fig. C.24  Visualisation du régime AR (χ→ +∞, I∗ = 0.160) : Ar = 27.6(Rem ≈ 78.0).




Fig. C.26  Espace des vitesses du régime AR (χ → +∞, I∗ = 0.160, Ar = 27.6) : (a)-
(U∗v , U
∗






Fig. C.27  Espace des forces du régime AR (χ→ +∞, I∗ = 0.160, Ar = 27.6) : (a)-(F ∗v , F ∗h ) ;
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(a) (b)
Fig. C.28  Visualisation du régime AH (χ→ +∞, I∗ = 0.480) : Ar = 47.9(Rem ≈ 133.0).




Fig. C.30  Espace des vitesses du régime AH (χ → +∞, I∗ = 0.480, Ar = 47.9) : (a)-
(U∗v , U
∗






Fig. C.31  Espace des forces du régime AH (χ→ +∞, I∗ = 0.480, Ar = 47.9) : (a)-(F ∗v , F ∗h ) ;
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Abstract 
We propase hereafter to inve<ltigate numerically the dy-
narnic of i.<lolated abjects f.alling freely under buoyancy 
effect in a visoolli3 and incompressible Ruid at rest far 
from the body path. Solid abjects studied here are thin 
cylinders and their particular case oorresponding to the 
disk. The physical problern is governed by the Ruid/solid 
deruity ratio, the buoyancy /visoosity effects ratio and the 
body aspect ratio. Goals of thi<l paper are to corroborate 
qualitatively previolli3 experimental works and to oontri-
bute towards understandings of transitioru3 sequence bet-
ween steady and cltaotic hydrodynarnic regime<l. Like in 
experiences four classical patterns are observed : a recti-
linear and stable path; Ruttering and tumbling motioru 
rnaintained in a vertical plane; irregul.ar pa th cornposed 
by traru3itional phase<l in zigzagjautorotation. In addition 
we put in highlights body thiclme<ls influence on dynarnics 
for thin cylinders and the existence of two others classe<l of 
pattern: the 'hoola-hoop' regime and the 'helicorotation', 
respectively zigzagging and autorotating motions provided 
with a horizontal pn:œssion. 
Introduction 
In the Middle Age<l, Galiloo Galilei {1564-1642) was 
in perfect disagrœrnent with Archimedes (the II œntury 
before J.C.) about the impact of particle<l shape on her 
displaœrnent. Archimedes believed that shape can inhibit 
the particle<l displaœrnent whereas Galileo Galilei asser-
ted œùy deruity's gap is responsible in fall or ascension 
particle<l, taking for exrunple icecube<l with differents 
fonru3 Roating in water; at this time Newton's laws were 
not rigorollilly written. 
Nowadays particle motions in a vi.<3colli3 Ruid present 
interests for industrial applicatioru : encounters of mo-
nodisperse and polydi.<lperse phase<l are lli3nals in our 
environment like swarm bubble<l, sedimentation, granular 
or blood Rows. This flow type<l are relative to cornplex 
physical mecharrisms and because of difficultie<l to control 
ali what happens in that oontext, one way to suœeed in 
better understanding is indeed to simplify the problern. 
So we decide to work on a single and isolated particle. 
Her goometric propertie<l have to be basic and we foclli3 
here our attention on a homogenous rigid and cylindrical 
abject tending towards disk-like shape. In the sarne way of 
clear thinking, the newtonian Ruid of kinernatic vi.<lCŒity 
1 
v is oonsidered at rest sufficiently far from perturbatioru 
due to interaction with submerged body. In a gravity 
field g and when Ruid density P! is lower than solid 
deruity Ps, the particle falls frœly through the liquid and 
describe<l a pa th. Nat ures of the motion are depending on 
three pararneters as such as : the body aspect ratio, the 
Ruid/solid density ratio and the ratio between inertial and 
vi.<loous effects. In thin cylinders case thiclme<ls his smaller 
than the diameter D and the aspect ratio x= -f >> L 
Deruity ratio can be written as a non-dimensional inertial 
moment J• = f4"tx- 1 . Typically, a Reynold<3 num-
ber Re"' = uv D cltaracterise<l the buoyancy /visoosity 
effects ratio with the help of the mean vertical velœity U'"". 
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FIG. 1- M(Jti,Qns rnrtQgraphy (Re"', J') due t(J eqJerimen-
tal investigati,Qns {black Unes} jQr thin cylinders and seve-
ml resu.lts Qbtainffi by numerirnl simu.lati,Qn with x= 25. 
At present, only experimental inve<ltigations of freely 
f.alling solid cylinders had been done on that subject. Will-
marth et al. {1964) are one<l of foremnners and work 
on di.<lk-like shape with x > 25 in pararneters range<l 
(Re'"" ,l') E ([10 1 10 4], [10- 4 10- 1]). They found 
three cl.asse<l of hydrodynarnic regime thus correspond to 
a steady motion, a regular ascillation and a glide-tumbling 
motion. The steady motion exists VI' with qualitatively 
Re"' < lOO and exhibits a n:ctilinear path and an ali-
gning body axe revolution in the gravity din:ction. Body's 
wake in the steady motion presents a clased axisymmetric 
form with a characteristic lenght depending on Re"'. Fbr 
Re"'> lOO and J• < w- 2 , Wi.llmarth et al. {1964) obser-
ved regular ascillation where the mean horizontal velocity 
tend<3 to zero and the path seerns like zigzags. Amplitude 
of ascillations increaEes with Re= and with 1* too. For 
Re= > lOO and l' > w- 2 , body rotatioru are able to be 
in ftùl and provoke glide-tumbles or linked-tumbles with a 
horizontal drift. 
In unsteadies motions, periodic hairpin-vortex structures 
grow and pull out of recirctùating region behind objects in 
respect with an arbitrary vertical plan of symmetry. Strin-
gham et al. (1969) study several shape particles among 
whom disk-like shape with x= 10. They corroborate re-
searches of Willmarth et al. (1964) and refine the mapma-
king. In particular, they complete the transition between 
glide-tumbles and linked-tumbles. Glide-tumbling are de-
tected for J* :::::; 1.10-2 and Rem > 500 and tumbling for 
1* :::::; 5.10- 2 and Rem > 200. ln a more recent letter to 
Nature, Field et al. (1997) confined more precisely glide-
tumbles in 1* E [1.10- 2 : 5.10- 2 ] range by using disk-like 
shape with xE [10 : 60] and collect ali experimental datas 
in a wonderftù (Rem; J*) cartography of this four patterns 
(see fig. N•l). 
Simtùations of such hydrodynamic regimes, notably au-
torotations in a three-dimensional problem, constitute a 
good challenge in the world of fluid mechanics. So we 
wants to investigate numerically the (Rem, J*) cartogra-
phy of Field et al. (1997). We introduce our researches 
giving sorne details on the mathematic model used and 
his numerical solving. Hereafter and in a first step we ex-
pose sorne comparisons between experimental datas and 
simulation for finite aspect ratio x = 25 and x = 50; 
goods agreements are obtained during this comparison on 
ali patterns and put in evidence the capacity of our code 
to reproduce this physical problem. In a second step we 
extend the investigation to the case of the infinite thin 
disk x__,+= in (Rem,!*) E ([20 : 200], [5.10- 3 : 5.0- 11) 
ranges; the classical four patterns are observed and descri-
bed; two new classes of hydrodynamics regimes are disco-
vered: 'hoola-hoop' and 'helicorotation', respectively flut-
tering and tumbling motion breaking the reflexion sym-
metry. Finally we discuss about the influence of inertial 
moment on hairpins-vortex generation, about the impact 
of the thickness on the nature of encountered dynamics. 
A numerical approach 
The mathematic model describing the interaction bet-
ween a rigid moving body immerged in a liquid has to 
take into account fluid and solid dynamics laws. From 
the source hypothesis the fluid is governed by the three-
dimensional Navier-Stokes equations in the galilean and 
absolute referential : 
where Vs = U + 0 x i' with (U,O) respectively the mass 
solid center velocity and his rotation rate. 
Still in the same referential, Newton's laws acting on the 
body and expressing kinetic preservation in translation 
and rotation are: 
dU - -
m][dt + n x (mlW) (5) 
do - -Jdi + n x (J.n) (6) 
where (Fr.yd, fhyd) are hydrodynamic forces and moments 
exerted on body, .lf and miT respectively the inertial and 
mass body matrix. The most difficulty in the simulation 
of such physical problem is to treate correctly the fluid and 
body interaction in presence of vorticity. This problem has 
been surmounted by Howe (1995). He demonstrated that 
equations system of Kirchhoff (1869) governing the displa-
cement of a rigid body in a perfect fluid , where only added 
mass effects act, can be generalized to a viscous fluid by 
taking into account separatly hydrodynamics forces and 
moments due to vorticity presence in the Stokes layer sur-
rounding body surface. Also, equations system (7)-(8) can 
be written on the form : 
dU - -(mK+A)-+D x (mK+A)U dt 
dO- ---(J +IDI)- + n x (J +IDI)D + U x A.U dt r: (8) 
where (A,ID) are mass tensors in translation and rotation, 
Fg = m(l- li)ffthe buoyancy force and (Fw, fw) hydro-
dynamic for~ and moments due to vorticity presence. 
Momemtum fluid equations are solved spatially with a fi-
nite volume method directly on a curvilinear and orthogo-
nal coordinates system. The generated mesh possess cells 
with a characteristic lenght O(D j VRJ around the body 
surfaœ and as far we are of the body as large are cells. 
The spatial dimension of the computationnal domain is 
O(lOD) and permit in good manners to detect at least two 
vortex structures. The boundary condition of the compu-
tational domain using first and second order derivative on 
primitive sizes is of type inlet-outlet condition and permit 
wake's draining in presence of vorticity and fluid at rest if 
not. 
Temporal evolution is done with a predictor algorithm 
(three-step Runge-Kutta/Crank-Nicolson scheme followed 
by Poisson equation resolution) in purpose of incompres-
sibility satisfaction. To solve numerically the fludjbody 
\7.V 
av ---7ft+ V\7V 
0 (1) ineraction Mougin & Magnaudet (2002) have revisited 
l - 2-
--\?P+v\7 V 
equations (5)-(6) and demonstrated that a 'quasi-steady' 
Pf 
where Vis the fluid velocity, P the pressure field. Under 
numerical considerations, we solve primitive absolute sizes 
of fluid momentum equations in the referential relative to 
the body and equations system (1)-(2) becomes : 
(2) numerical resolution is able to treate correctly the cou-
pling of Navier-Stokes/Newton laws : during a time step 
the non-slip condition is frozen and the temporal evolu-
tion of fluid momentum is done (see equations (5)-(6)); 
Mter determining the 'quasi-steady' forces/torques acting 
on the body and taking into account added mass effects 
(3) due to linear body acceleration (see first term in left mem-
ber of (7)-(8) equations) the new configuration fluid/solid 
is obtained for the next time step. Temporal evolution 
\7.(V- Vs) 
av - - - - --7ft + n x v+ (V - v,). \?V 
0 
l - 2-




FIG. 2 - Classical patterns exhibited by a disk x__, +oo : 
(a) steady falling (A, = 90.8, 1* = 0.004); 
(b) zigzagging (A, = 83.2, l' = 0.048). 
of momemtum solid equations are solved by a three-step 
Runge-Kutta algorithm. When non-slip condition ill mo-
clified at the body surface and at each time step, a second 
Poisson equation resolution assures fl.uid incompressibility. 
Two temporal stability criterion are employed, the classi-
cal Friedrish-Levy condition and a modified version based 
on rotation rate which permit a weak development of the 
Basset force during ea.ch time step and do not alter cru-
cially the precision methodology. 
Simu1ation versus experience on thin cyllnders 
Experimental investigations of Willmarth et al. (1964), 
Stringham et al. (1969) and Field et al. (1997) employed 
thin cylinders with x > 10. To confront our numeric.al 
simulations with their exprimental resuJts, we imposed the 
aspect ratio to x = 50 in a fust time. For four inertial 
moments [*102 = [0.05 ;0 .15;0.6;2] we hoped find their 
three of classic.al patterns as are steady, periodic and glide-
tumbling motions. In the stead.y motion and due do the 
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FIG. 3 - Classical patterns exhibited by a disk x __, +oo : 
(c) glide-tumbling (A, = 90.8, 1• = 0.048) ; 
(d) tumbling (A,= 90.8, 1* = 0.16). 
dimension al parameter. Because of thill fa.ct we prefer ch.a.-
ra.cterized another viscous and buotancy forces ratio c.alled 
the Archimedes number A, = ~ defined by a gravita-
tional velocity : 
(10) 
With our 1* range, we work on A, E [80 : 230] equivalent 
to 75 ;S Reax; ;S 225. To Jœep inmindand for J+ f'::: 2.10- 2, 
Re.,.. estim.ated experimentally during pericxl.ic oscillations 
is 100 ;S Re.,.. ;S 200 and 200 ;S Re.,.. during glide-
tumbling. The equilibrium state gives Ca .&~" ;= A;. 
Several numerical results are superpœed with exprimen-
tal results in fig. N.L ,.,.., symbols correspond to simuJa-
tions where a rectilinear and vertical pa this oooerved (cor-
responding to the steady hydrodynamic regime, RV ab-
breviation). For ali studied I* , RV is stable at A, = 88 .2 
(Re.,.,., f'::: 75). Fbr l' < 2.10- 3 , RV is stable too at 
A, = 133.8 (Re.,.,., f'::: 125). '<J' symbols correspond to simu-
lations where we observe zigzagging path (corresponding 
to the periodic hydrodynamic regime, ZZ abbreviation) . 
For 1* > 2.10- 3 and at A, > 133.8, the axisymmetric s<>-n3/2~p 
-- --gx-1 (g) lution loose her stability and a wake instability governs the 
body path assimilated to a zigzag path where an arbitrary 
reflexion symmetry is preserved and the path ill restrained 
to a vertical pl.ane. We detect two zigzags path for (A, = 
221.4, 1* = 6.10- 3 ) and (A, = 137.4, 1* = 2.10- 2) . ' <1111 ' 
symbol correspond to a simuJation where glide-tumbling 
is detected ( corresponding to the chaotic hydrodynamic 
regime). Note that chaotic hydrodynamic regime is com-
pœed of two temporal and cle.ar cycles, one phase rel.ated 
to a drift and another phase related to irreguJar oscilla-
tion. At (A, = 228.5,1* = 2.10- 2 ) , the reflexion symme-
try ill not broken but the path ill more complic.ated than 
ZZ. Thin cylinders are able to do a complete rotation cal-
v Pt 
where cd = "P}b~D)'. By galilean referential changing, 
the stead.y motion is equivalent to the case of a fixed 
body in a incoming flow chracterized by a similar Rey-
nolds number noted Reaz;· Cd ill slightly higher th.an one 
for Reynolds number range stuclied here (cf. Auguste et 
al. {2010)) . Knowing Cd for the axisymmetric solution in 
the fixed case we are able to estim.ate before simulating 
wh.at constant Re.,.,. = Reaz; is in the sight of dimensio-
nal parameters goventing. In unsteady motion, R e.,.,., de-
pends on the path nature and becomes an unknown non-
3 
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FIG. 4 - Hairpin-vartex structures during a zigzag visua-
lised with the aid af \ 2 criterian (A.= 83 .2, l'= 0.048) . 
led autarotatian peiJJendkular to the plane symmetry but 
not abe to maintain this type of motian (also returning to 
zigzagll advantage). For this rel!.'3ons, we use the ZZ/ AR 
abbreviation. Note thll.t (A. = 228.5, J' = 2.10- 2 ) simula-
tian exhibits a moment where the body is not falling but 
ascending (behll.viour detected by Field et al. (1997)). 
The horizantal velocity U~ evolves around a zero mean va-
lue in RV and Z Z regimes (see fig. N·2 for illutratians). 
The tumbling motian, a hydrodynarnic regime anly corn-
posed by autarotatians (AR abbreviation), hll.s a nan ...zero 
mean value for U~ in respect with a reflexion symmetry. 
It's the case too in ZZ/AR regime (see fig. N.3 for illu-
trations). 
Willmarlh ct al. {1964) chara.cterized a non-dimensional 
pararneter 5 1 = 1;:;,: called Strouhal nurnber and ba-
sed an 1/ h vortex sheddingll period, the mean verti-
cal velocity U"" and the body diarneter D. They showed 
notably the dependance 5 1 ~ ff. closed to the thre-
shold RV {'} ZZ. Note that they found 5 1 ::::: 0.2 at 
(Re .,.., 1' ) ::::: (100, 8.10-3 ) and we :find 51 ::::: 0.197 at 
(Re .,.., 1')::::: (125, 2.10- 2 ) and 51 ::::: 0.307 at (Re.,.., l' ) ::::: 
(150 , 6.10- 3 ). No experimental datas an body displ.aœ-
ment and oscillatian amplitude associated are given and 
also we can't confrantate simulatian and experience an 
this. Nevertheless and after cornparisons an hydrodyna-
rnic regimes observed and on vortex shedding frequen-
cies, we are canfident an the capa.city of our nurnerical 
code to simulate dynarnics of falling disk8 in at least 
(Re.,.., 1') E ([20 : 160], [5.10- 3 : 5.0- 1] ) ranges. Another 
reasan to be confident Ïl3 the intensive confrantation and 
the good agreement with experimental investigations of 
Fernandes ct al. (2007) and Ern ct al. (2007) on thin so-
lid cylinders x= 10 for J• = 5.10-3 and 190 ;S Re= ;S 250 
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FIG. 5 - Hairpin-vartex structures during a tumble vistt.a-
lised with the aid af .\2 criterian (A.= 90.8, l'= 0.16) . 
The case of an infinite thin soHd dlsk 
In this paper we want to put the foclli3 on the infinite 
aspect ratio. The reality of thll.t case could be controverse 
becalli3e of null abject volume. This singularity implies 
p, __, +oa and the necessary introduction of a surfacic 
:m.II.'3S CJ, to de:fine the body weight. Also the gravitatio-
nal chAra.cteristic velocity becornes ug = ff. and the 
reexpressian of nan dimensional parameters gives : 
l' 1r CJ, 




In the (Re.,.. , I' ) E ([20: 160],[5.10- 3 : 5.0- 1]) ranges 
the four dassical patterns are observed. 
For smallest l' values the cri ti cal Reynolds number tied up 
to RV {'} ZZ transitian is dosed to ane hundred like :finite 
aspect ratio (see the precedent paragraph). Body di13plaœ-
ment of steady falling and oscillation are shawn respecti-
vely in snapshots N•2(a/b). But unlike finite aspect ratio 
we assist to a notably dirninutian of the threshold value 
with the elevation of J'; for l' > 5.10- 2 RV {'} Z Z transi-
tian is detected for Re.,.. ::::: 30. An illustra tian of zigzagging 
motion is given (see fig. N.4) for (A.. = 83.2, l' = 0.012) 
correspanding to Re.,.. ::::: 63.5. Thi13 figure shows the evo-
lutian of the vortex structures in the disk's wake during 
an oscillatian hll.lf-period by the \2 criterion (d. Jeang êi 
Hu.ssain {1996) for details). Subpictures (1/11/III) exhibit 
hll.irpin-vortex development when the body is rotating and 
subpicture (IV) their pulling out when pitch Ïl3 maximal. 
Al ways for highest 1* values the maximal pitch rises ra-
pidly with A.. increasing and complete autorotations ap-
pear when the pulling out Ïl3 not able to induce an op-
posite rotation rate. This appearance is chaotic and path 
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Fm. 6 - Velocity diagmms (U~ 1 Uh) for the solid disk : 
(a) r=tilinear vertical regime (A.~ 90.8, l'~ 0.004); 
(b) 2:igzag regime (A.~ 83.2, l'~ 0.012); 
(c) 2:igzag/autoration regime (A. ~ 90.8, J' ~ 0.048); 
(d) autorotation regime (A.~ 90.8, J'~ 0.16). 
could be described aB a tempora1 sequence composed by 
two phases i one related to a zigzag motion and the ether 
to ~umbling mD lion. Snapshots of ZZ /AR hydrodynamic 
regime are show-n in figure N"3-c. For grea.ter A, the ZZ 
phaBe disappears and pa th becomes a pure AR regime (see 
snapshots in figure N 6 3-d). Another illustration of AR is 
given in fig. N"5 for (A,~ 90.8, l' ~ 0.16) corresponding 
to Re= ~ 78.0. This figure shows the evolution of the 
vortex structures in the disk's wa1œ during one tumble. 
Subpictures (I/II) put in evidence the formation of a ring 
vortex when the pi teh is closed to ~ (angle between re-
volution body axe and gravitational vector). The ptùling 
out of ~his ring vortex re!pectively in subpictures (III/IV) 
modlly the ha.irpin structure and merge with it. 
Note th at 1/ II/ III/ IV indica of figures N" 4 - 5 are res-
pectively indic.ate in figures N 6 2 - b and N 6 3 - d. 
One of possibilities to describe ali this cl.assical patterns 
is absolute velocity phase diagram.s (U:, U~). The verti-
cal direction e-;, is defined by ij (U; ~ IU"I/U,) and the 
horizontal direction is given by the arbitrary wake i~ta­
bi1ity direction in the (eh1 ,eh:J horizontal plane (U~ = 
Jui
1 
+ Ui,)Ug)· Attractors trading in that subspaces 
and related to RV, ZZ, ZZ/AR and AR regime« are plot-
ted in fig. N"6. Because of a axial symmetry preserving the 
steady regime RV correspond to a fixed point in (u:, Ut.). 
The c..e illustrated in fig. N'6-a (A. ~ 64.5, l' ~ 
0. 00 4) co:r:responding to Rem = Re a :ri :=:::: 7 5. 5 show a 
(~ 1.17,0) fixed point; note that the u: value gives in 
RV regime (due to the eq_uilibrium state) the ratio bet-
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Fm. 7 - Velocity diagmms (Uh
1
, UhJ for the solid disk : 
(a) 2:igzag regime (A.~ 83.2, l'~ 0.012); 
(b) hoola-hoop regime (A. ~ 156.6, l' ~ 0.004); 
(c) automtion regime (A.~ 90.8, J'~ 0.16); 
(d) helicorotation regime (A.~ 156.6, l' ~ 0.48). 
and also the drag coefficient : U • = ~ = fi_ (see 
u AT \1 Cd 
equation (9)). Attractor in ZZ regime (see fig. N'6-b) is 
a single loop connected to the zero- Ut, axe. In Z Z /AR re-
gime (see fig. N"6-c) attractor is more comp1icated and 
could be seen like the last type of loop (associated to the 
ZZ temporal phaBe) superposed to another non-connected 
to the zero-Ut. axe (associated to the AR temporal phase) 
. Finally in AR regime the attra.ctor tra.ck is a single loop 
non-connected to the zero-U~ axe (see N'6-d). 
Ali unsteady regimes presented here before preserve a re-
flexion symmetry. Also absolute horizontal velocity phase 
diagrams (Uht, UhJ of this unsteady regimes are equiva-
lent to a straight line attra.ctor. In the RV regime1 a.t-
tracter in (U/,,, U:.J diagram is thefixed point (0,0) (not 
illustrated). Example« of (Ui,,, Ui,J pha.se diagram is illus-
trated in fig. N'7 - (a, c) respectively in Z Z and AR re-
gime. In the ZZ case the segment attra.ctor is centered on 
(0, 0) as oppooed to the AR regime. The attractor of the 
ZZ/AR in thal subspace is not illustrated. 
Fbr the r range studied here and Rem < 85 axial sym-
metry in RV regime and reflexion symmetry in unsteady 
regimes are preserved. For Rem > 8 5 symmetry reflexion 
is broken. This symmetry breaking is aBsociated to a local 
bifurcation a.nd the discover of new type of hydrodynamic 
regimes. For smallest l'values (l' < 2.10-') the reflexion 
symmetry brea.king is done on Z Z regime a.nd creates a 
new type of solution called 'hoola-hoop' regime ( H H ab-
breviation). The (Uh
1
, U;-~~) phase diagrarn is shawn in 
fig. N'7-b for (A. ~ 156.6, l' ~ 0.004) correlponding 
to Re= "" 124.0. For highe«t J' value« (J' > 2.10- 1) 
FIG. 8- (Stm, /*) dependandy dosed to RV 8 ZZ. 
reflexion synunetry breaking is done on AR regime and 
the 'helicoidal autorotation' appears (AH abbreviation). 
An example of (U~1 , U~,) phase diagram in AH regime is 
shown in fig. N·7-d (A. = 156.6, !* = 0.48) corresponding 
to Rem :=:::; 133.0. 
The H H regime presents an elliptic and precessing pa th in 
the horizontal plane. The non dimensional frequency '& D 
associated to the precession is small in comparison with 
St, depending on A. too (on gap threshold more preci-
sely). The case illustrated in fig. N·7-b gives flr.D :=:::; iS1. 
The maximal pi teh and the Strouhal number are mnot dras-
ticly affected by the symmetry breaking. 
The AH regime called helicorotation presents a slow pre-
cession in regard with the frequency autorotation. Like 
weak differences observed between Z Z and H H the im-
pact of synunetry breaking is negligible on characteristic 
sizes (pitch, S1 , ••• ) of AH in regard of AR regime; the tra-
jectory of mass body center in AH correspond to a helical 
and modulated path (drifting straight line in AR). For the 
AM case here illustrated the helix trajectory has a 50D 
circular size for a 500D height. 
The mapmaking (A., 1*) for x___, +oo is illustrated in 
fig. N·8. Function of the non dimensional inertial moment 
we propose two transition sequences : for I* < 2.10- 2 
the sequence is RV 8 ZZ 8 HH; for I* > 4.10- 2 the 
sequence is RV 8 ZZ 8 ZZ/AR 8 AR 8 AM. 
Discussion 
A first remarkable consequence of x ___, +oo is the nul-
lity of the Archimedes force inducing the inevitable falling 
of the disk in the equilibrium sta te (in Z Z /AR regime 
disk is temporally able to rise in the tumble phase). The 
fluid density p 1 has a fini te value and the consideraion of 
a surfa.cic object goes to the definition of an infinite value 





Fm. 9- Disk patterns cartogmphy (A.,/*). 
becomes negligible. 
The RV 8 ZZ transition is observed for all I* studied 
in this paper. The diminution of the threshold value with 
the elevation of I* constitute a big difference with experi-
mental datas. The comparison between numerical results 
of thin cylinders and x ___, +oo (see precedent and dedi-
cated sections) notably for I* E [1.10- 2 : 2.l0- 2]leaves 
thinking aspect ratio seems to be the first responsible. We 
note too that threshold are near the others and instability 
rates are weaks: for (A.= 50.0, I* = 0.48) the saturated 
zigzagging motion is observed numerically after a 300D 
vertical displacement; for (A. = 66.6, J* = 0.48) the sa-
turated tumbling motion is observed numerically after a 
700D vertical displacement (initial condition is a fluid at 
rest and a disk weakly inclined). Also and because of the 
tank size we think that investigation of high I* and low 
A. cases in experimental conditions could encountered the 
risk of the transitory phases observation. 
The Strouhal number S1 is strongly affect by I* value in 
ZZ regime. Closed to the threshold RV 8 ZZ, we find 
a linear dependancy between I* and s; 2 (not illustra-
ted). In terms of frequency numerical simulations are in 
good agreement with Willmarth et al. (1964). But discra-
pencies appear between numerical results of thin cylinders 
and x ___, +oo (see precedent and dedicated sections) on 
persistance of the ZZ regime in the cartography : ano-
ther remarkable consequence of x ___, +oo is on fluid force 
decomposition acting on the body : the thickness value 
is zero and also pressure effects are not taken into ac-
count in strenght radial body integration. To characterize 
the impact of this remark numerical simulations had been 
done by imposing a radial body velocity ; in the range of 
Reynolds number studied here a thick cylinder x = 3 ex-
hibit a steady drag force twice than thus exerced on the 
disk X ___, +oo (at Re = lOO for example Cd,x=3 :=:::; 0.99 
and cd,x~+oo ~ 0.45). In terrrul of acceleration, the radial 
added ma.<~s e:ffect is tending to zero with x. Also in the 
dynamic Ca.<ie and when the body evolves in a zigzag mo-
tion with larges amplitudes (pitch between the revolution 
body axe and § closed to -§-) the thickness could dra<~ ti-
ely modified the body dynamic. The radial acceleration of 
thin cylinders is much more important than thick cylin-
ders and the mechanical energy a.<~socia ted permits much 
more ea.<~ier the ability of solid disks to exhibit tumbles. 
It's also not a surprise that we observed AR regime in our 
numerical simulations for lowest A, (i.e. Rem) values than 
thus of experimental datas. 
The reflexion symmetry is broken for low and high 1 • res-
pectively by ZZ 0 H H and AR 0 AM transitions. In all 
Ca.<! es the precessing path a.<~sociated is weak; we think that 
in experimental conditions and with their inevitables in-
certitudes the characterisation of the symmetry breaking 
will be diffi.cult. Our actual feelings are that the region 
called 'periodic' in the experimental mapmaking of Field 
et al. {1997) (see fig. N·1) could be at lea.<~t decomposed in 
two regions ( Z Z and H H) because of the reflexion symme-
try breaking. For the same rea.<~on, we are confident in the 
presence of AR and AM regimes in the 'tumbling' region. 
Any numerical simulations permit the interrogation on the 
symmetry preserving of 'chaotic' region but the question 
is a.<iked. 
Because of the CPU time for simulate such physical pro-
blems, the present paper corresponds to a non exhaustive 
study. A first point will merit to be clarified : the sequence 
transition is modified for 2.10- 2 < I* < 4.10- 2 but there 
is no rea.<~on tha t RV 0 Z Z 0 H H goes directly to 
RV 0 Z Z 0 Z Z /AR 0 AR 0 AM with the eleva-
tion of 1•; the presence of non-discovered hydrodynamics 
regimes is strongly possible. This questioning is illustrated 
by gray dots in fig. N·s. In the same way, ZZ /AR is chao-
tic and such type of regimes can be composed by several 
categories of solutions (zero or non-zero mean U~ value). 
To finish this discussion, we deliberatly dismiss in this pa-
perthe presence of weakly unsteady regimes (spiral, ellip-
tic and zigzag pathes) which put in evidence the hysteretic 
behaviour of the bifurcation of RV 0 ZZ ... This physical 
problem stays open! 
Conclusion 
We study numerically in this paper the dynamic of thin 
cylinders and solid disks falling in a viscous fluid due to the 
buoyancy force. This physical problem is governed by three 
non dimensionnai parameter: the fluid/solid density ratio 
Ps / p 1, the body a.<ipect ratio x and the buoyancy /viscous 
e:ffects ratio A •. 
A short comparison with experimental datas ( Willmarlh 
et al. {1964), Stringham et al. {1969), Field et al. {1997)) 
is clone for thin cylinders x> 25. Our numerical results in 
that case and in the range (A., J•) E ([80 : 230], [5.10- 3 : 
2.10- 1]) are in good agreement with experiences in terms 
of dynamics observed (steady falling RV, zigzagging ZZ 
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and glide-tumbling Z Z /AR) and in terillil of frequency 
values in unsteady Ca.<ies ( ff* dependancy). To our know-
ledges, the ability of our numerical code to reproduce auto-
rotations in a three dimensional case constitute a novelty 
and an overhang in the world of simulations. 
Hereafter, we extend in a second time the problem to solid 
disk x-->+= in the range (Ar. I*) E ([20: 160], [4.10- 3 : 
5.10- 1]). The steady regime RV (axial symmetry preser-
ving) and the classical unsteady regimes (reflexion symme-
try preserving) are observed too (ZZ, ZZ/AR and tum-
bling motions AR). Two new cla.<~ses of hydrodynamics 
regimes are discovered and due to a reflexion-symmetry 
breaking and an associated precessing path in the hori-
zontal : the AM or 'helicorotation' regime (precession & 
autorotations); the HH or 'hoola-hoop' regime (preces-
sion & flutters). 
The makmaking (Ar. I*) is begun and discloses a dra.<1tic 
diminution with I* of the mean Reynolds number Rem for 
which unsteady motions are observed. This la.<it fact and 
the comparison with results obtained for thin cylinders 
show us that the thickness of cylinders, even negligible in 
regard with the body diameter, plays a crucial role on his 
freely moving. 
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Ecoulement d'un fluide visqueux autour d'un disque en incidence frontale 
Résumé: 
l'ranck AUGUSTE, Dal'id tl\BRE & jacques MAGNAUDKI 
UMR 5502 CNRS-INP-UPS 
Institut dl' Mh'aniqw' de,\' Fluides de 'Jimlou.\'f' 
Allée du pn~fe:;seur Cumirle Soula 
auxu.\te@inlfUr; fahred@ill!fiF .- magnau@ inlfifr 
Cette étude met en évidence, par la .1·imulatùm numérique, les d{ffërent.\' régime.\' hydrodynamique.\ de l'écoulement 
autour d'un disque en inr:idencefivnrale, pour une xamme de nombre de Reynolds a/lam de 0 à 130. On I'OJ!fmnte 
les champs de vitesses, de pression el de ~onicilé ob! en us en écoulemem de Stokes avec les solutions 1héoriques. 
Pour des valeurs modérées du nombre de Reynolds. le sillage présenle une z.one de recircu!aJion axisyn11ùrique 
el stationnaire. A panir de Re =:-o llG, la symélrie axiale se brise au profil d'une syméJrie plane généranl une 
force transverse et son couple associé. Pour Re :::::: 12:3, l 'inslmionnari!é apparaît sous la forme d'un régime 
h-ydrodynamique COIItple.w. 
Abstract: 
This work dl.' scribe a vi.1cuusjlow past a drcular.fllll plllle in an tmhounded domainjiJr Re.vnold.1 numhers helwl.'en 
0 and 130 using numcrical simulmions. In the ca5e of the Stokc5 jlow, wc compare fields of velo city, pressa re and 
\'Otlicily /o lheoritical solutions. For moderatc Rcynlods numbers, !he wake presems a steat.ly a'dsrmmetric loroid. 
Rt:- ~ 115 corre~pond w a criticallhreshold (pilchjork): lhe w.:ia/ symmetry 's break genaaœ a lifi j(m·e and an 
associmed torque. The unsteady flow is detfcrrd Re ::o:J 12:3 \·vith complex charactaistics. 
Mots-clefs : 
disque; sillage; instabilité 
Introduction 
La problématique est la dynamique des corps mobiles dans un fluide visqueux. Les proces-
sus physiques mis en jeu dans ce contexte sont complexes et la compréhension des instabilités 
de sillage derrière un corps fixe est une étape nécessaire. Pour s'en convaincre, Il suffit de savoir 
que le seuil (basé sur Le nombre de Reynolds : H t: - :2i ·~Ho) d ·apparition de mouvements oscil-
latoires dans le cas de corps mobiles est proche de celui du sillage des corps fixes peu aplatis ; 
la nature du sillage derrière un corps fixe joue donc un rôle important dans la génération des 
trajectoires ~uivies par les corps libres. 
Bon nombre d'études numériques ont été menées sur la ~tabilité du sillage d'une sphère 
solide fixe ( John~on & Palel (1999), ... ). Celles-ci ont permis de meure en évidence diffé-
rents régimes hydrodynamiques en fonction du nombre de Reynolds ainsi que les bifurcations 
associées_ Au contraire, pour les obstacles cylindriques ou ellip,;oïdaux aplatis, la littérature 
scientifique e~t bien moîn~ riche. Observe-ton la même évolution du sillage pour ce~ wrps? Le 
disque correspondant ~1 la limite des ob~tacles précédement cités, par ~a capacité ~1 générer des 
trajectoires surprenantes (zig-zag, virevolte) lorsqu'il est libre de tout mouvement, paraît donc 
être un choix judicieux. 
Dans un fluide au repos, lorsque la viscosité est suffisante, on constate qu'un disque tombant 
(ou montant) sous l'effet de la gravité suit une trajectoire rectiligne parallèle à son axe de ré-
1 
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volution. De ce t~lit, on se propose ici de cartographier les différents régimes hydrodynamiques 
observables derriere un disque fixe en i ncîdcncc frontale dans un fluide visqueux ( Rt- < 1 :30). 
Dans une première partie. on présente la méchodologie employée ec l' omîl de simulacîon 
numérique milisé. Chacune des seccions suivantes correspondenc à l'évolmion du sillage en 
fonction du nombre de Reynolds croissant : on s·anache à retrouver les solmions analyciques 
et asymptociques en écoulemenc de Stokes (Tanzosh & Stone (1996). Moffa[ (1964)); on 
confron[e en~uite les résultats obtenus lor~que la t:one de recirculation reste axisymétrique et 
stationnaire avec les travaux de Roos & Willmarth (1971) et Natarajan & Acrivos (1993). On 
étudie ensuite la perte de la symétrie axiale liée à une bifurcation fourche. Enfin , on met en 
évidence 1' apparition de 1 'instationnalité caractélisée par une ins[abilité de sillage complexe. 
2 Outil de simulation 
Le code de simulation 3D esl idenlique à ce-
lui milisé par Mougin & Mag:naudet (2002). Des 
tes( de validation ont é(é effecmé sur l'influence du 
confinement. la finesse de discrétisation spatiale de 
la "couche limite" de l'obstacle et du sillage proche. 
Le maillage cunriligne orthogonal retenu, pour la 
plupart des calculs. possède 9G(J·) x G l(r) x :J2(8): 
Les mailles les plus petites sont situées à proxi-
micé de l'arête du disque cc one pour dimension 
L'-...?" 0 !J., = :'l.1Joi1s = ;~~. Dans la zone située der-
rière l'obstacle (d,,_, ~ 2H0 ), la maille est constante 
selon x et vaut ~J ,, 1 - 1 ~". Les mailles sont en-
·' suüe espacées par une progression géomé[rique. les 
bords du domaine som distancs de 20 fois le rayon 
R0 (pour la sorlie 40 fois) pour minimiser lïmpacl 
du confinement. La viLe~se à l'infmi esl noLée U0 . 
FI<l. 1 -Construction Ju maillage 
Pour les simulations à faible nombre de Reynolds, nou~ avons ulili~é un maillage différenl en 
augmenlanLla raison appliquée ~ur la croissance des mailles loin de l'obsLacle du fail de la large 
zone d'influence des effets visqueux dù à l'ohstacle sur le reste de l"écoulernenL D"amre pan:, 
la comparaison avec un cylindre d·épaisseur une maille a démontré la capacicé du code à (raicer 
le cas du disque. 
3 Ecoulement de Stokes 
Pour Rr_ << 1. la forme de la fonction de courant ti· a é(é donnée par Tanzosh & Stone 
(199fi). On considère les coordonnées cylindriques (r.A,x) de nmre sys(ème C( les coordonnées 
ellipsoïdales (t.6l.c) associées ec définies par: 
.t - fl0tc. z- fl0 y (l + 12 )(1- c2 ). (!) 
R0 , [T0 sont respectivement le rayon de 1' obstacle et la vitesse de 1 'écoulement incident. Le 
champ de vitesse s'écrit: 
2U0 __ 1 tr·2 U,. ~ - (wl l + -0--2 J (2) rt r:-lf 
_ 2l/0 /1 - c1 tc2 u - --~'------ Cl) 
"T - 1L / 1 + f'2 (2 + f'2. -
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(a) {b) 
2 -..--~-----..--..:.___::::.__:::___:::. 2 
- 1 
-1 
-1 -~2 - 1 0 2 
)(/Rn 
-- Numérique ------Théorique 
fJ(;. 2- (a) lsoviresse longituùinale :';,·) E [0: 1] - (h) Tsovitesse raùiale L; E [-0.11: 0.1 t]- Re=O.Ol 
La figure 2 présente la com~,Jarai1-;on et la con1-;istance de1-; résultat1-; numériques avec le1-; 
solution~ théoriquô pour le champ de vite~se. Le coefficient de traînée est obtenu par inrégration 
de la pression sur la surface de l'obstacle et vaut: 
C F, 
·.r· - 1 ['2 (> 
2 fJ 10 '~o/Js rrRr 
(4) 
L'incertitude relative sur le coefficient de traînée est de l'ordre de 1 'Ir: . Les t:tibles écarts 
observés peuvent être expliqués par les effets de confinement limitant le domaine de calcul à 
l'"infini " ct par la difficulté d'obtenir un état convergé (temps de simulation) du fait de la faible 








::l ._ê'~ '-,.1.:...' ......... ~"::-"~--,--'--'-"~~...__.__.0~.1 
-- NLJmérique ------ Théorique 
FrG. 3 - (a) Tsovorticité nf:11 E [ -0.1 : 0. 1] - (b) Tsoprcssion ~ E [ - 10 : 1 0] - Rc=O.Ol 
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Une mme source d'erreur possihle provient de la singularité de l'écoulemem à l'arèce du 
disque dont le traitement numérique pcuc générer des erreurs malgré remploi d'un maillage 
décalé. On compare ici le traüement numérique de la singularité avec une solution asymptocique 
proposée par Motfat ( 1964) pour une plaque plane semi-in1inie en coordonnées sphériques 
(p,r!J,H) où pest la distance radiale à la singulalité, (;') = 0, 2r. décrivent les deux parois de 
l'obstacle. L'écoukmenLde SLOkes vérifie 'V2 P = -{.lV i\n2oJ:0) avec U0, la vorlicilé azimutale 
ct conduit à: 
J2(J 1 rh 
nli = 2 ~p ':ica,;;( _2.) 
nv no 
Jlrro _],_ . (~ 
P = -:2 . roiJP ·1sw ( 7 ) 
Tl v Ru 2 
(5) 
(6) 
La figure 3 présente les isocontours de pression et de vorticité azimutale au voisinage de 
l'arête. Les champs obtenus sont en accord avec la ~olution asymptotique. On introduit une 
pre~sion de référence telle que .R1 = 9f;. 
4 Sillage axisymétrique stationnaire 
Pour n(' < 11,), le sillage est axisymétrique ct caractérisé par une zone de rccirculation 
prenant la forme d'un tourbillon toroïdaL comme représenté sur la figure 4(b). La longueur de 











flG. 4- (a) Longueur dt: rt:cin::ulàlion selon Re- (b) ChJmps de pre~>sion el lignes dt: couranl (Re=lOO) 
Dan~ la limite des faible~ nombres de Reynolds, le1-o résultats numérique~ ~uggèrem une 
dépendance linéaire entre 1-, et Re (cf. figure 4(a)) Il n'y a donc pas de seuil de transition 
entre l'écoulement de Stokes ct l'apparition de la wne de recirculation. La valeur de Le pour 
ne = 100 est consistante avec celle de Natarajan & Acrivos (1993). 
La figure 5(a) montre la séparation de la courbe du coefficient de traînée selon Re avec la 
solution de Stokes. Le sillage reste stationnaire et stable vis à vis de perturbations numériques 
injectées en aval de l'obstacle. L'évolution du coefficient de traînée en fonction de Re (cf. figure 
S(b)) est en accord avec l' étude expérimentale de Roos & Willmarth (1971). 
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HG. 5- (a) Cx selon Re en échelle log/log- (b) Cx selon Re 
5 Rupture de la symétrie axiale 
Pour Rr:<.] = 1 L:i, la symécrie axiale se hrise. La répartition de pression ec de la contrainte 
tangentielle visqueuse n'est plus centrée (cf. figure 6(a)) sur la su ti-ace en aval du disque mais 
garde un plan de symétrie_ Une paire de courbillons longicudinaux comra-rmatifs s'est dévelop-
pée dans le sillage_ Au niveau de l'arête du disque, deux autres murhillons de même type mais 
de faihle extension recouvrent les précédents (cf. figure 7). Cecte hifurcacion esc caractérisée par 
l'apparition d'une force transverse et d' un couple associé. Aucune onemmion de cecce force 
transverse n'est privilégiée à priori; Dans nos calculs, une pcr1urhacion numérique en aval de 
l'obstacle a permis de fixer cene force dans la direecion J/. 
(b} h_ IJJlb 
. ,- 1.1.1.14-
llû 1?0 l t:' 11 I?G 
Re 
FIG. 6- Conu·aintc de pression (sutfacc aval) + L.C. à Rc= lll -Diagramme des bifurcations (Re.Cy) 
Le coefficient de portance associée à celte force transverse, défini parCy = 4"1 ~/"!uv.•' est 
représenté en fonction du nomhrc de Reynolds sur la figure 6(h)_ On constate que C!l suit,à 
proximité du seuil, une loi de la forme C,, = a·../ Re - Re,,. Une régression aux moindres 
carrés fournit les paramètres a - 0.019 et Rt:,.1 - 11.:5, 3. Ce comportement est caractéristique 
d' une bifurcalion régulière de type fourche. De plus, la valeur du seuil est en accord avec l'étude 
de 1>labilité linéaire de Natarajan & Acrivos (1993), qui ont obtenu la valeur Rf c1 = 116.5. 
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6 Vers l'inst:dionnarité 
Pour des nombres de Reynolds supérieurs à flc,.2 - 123, on observe une perte de la sta-
tionnaricé de l'écoulement. Natarajan & Acrivos (1993), par une étude de scabilité linéaire, a 
decerminé le seuil à nt::,, = 123.6. Il se développe alors une instabilité de sillage présentant 
une connexion des wurbillons longimdinaux proche de La surface en aval du corps. Le nombre 
de Strouhal caractérisant Les Lachers tourbillonaires (S' = "2fH<~) varie faiblement avec Re (pour t li(l 
exemple, St=O.l1 pour Re=130). 
1Re=117l 
flG. 7- IsosurCace de vorûcité longitudinale- Re=ll7/127-
7 Conclusion 
Les ré~ultat~ obtenu:-, par les simulations numériques pour l'écoulement de Stokes et les 
cas correspondant:-, au ~illage stationnaire axisymétrique ~ont consi~tants avec les travaux an-
térieurs sur le sujet. Les deux premiers seuils de transition pour la sphère et les deux régimes 
sracionnaircs associés sone si mi laires ( nr.·,, ·'"""'" ~ 210; ne,."".'""'" ;::! 272). Par contre, les 
premières simulacions numériques relatives aux cas instacionnaircs moncrent un nouveau type 
dïnstahilité. La carmgraphie des régimes hydrodynamiques autour du disque pour des nombres 
de Reynolds supérieurs et r écude du sillage deni ère des ellipsoïdes de différents rapports de 
forme représentent donc de bonnes perspectives. 
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Bifurcations and symmetry breaking in the wake of axisymmetric bodies 
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(Received 24 January 2008; ac.cepted 11 Macch 2008; published online .5 May 2008) 
We consider the generic problem of wake instabilities past fixed axisymmetric bodies, and focus on 
the extreme cases of a sphere and a flat disk. Numerical results reveal that the wakes of these two 
bodies evolve differenùy as the Reynolds number is increased. Especially, two new vortex shedding 
modes are identified behind a disk. To interpret these results, we introduce a model based on the 
theory of mode interactions in presence of 0(2) symmetry. This mode], which was initially 
developed for the Taylor- Couette system, allows us to explain the structural differences observed in 
the evolution of the two types of wakes and to ac.curately predict the evolution of the lift force. 
© 2008 American ln.sritute of P}ry.sic.s. [OOI: 10 .1063/1 .2909609] 
Physical systems that are chacacterized by the existence 
of several unstable modes are known to lead to a variety of 
intriguing states resulting from mode interactions. The range 
of possible states is especially rich in the presence of spatial 
symmetries. In such cases, simple nonlineac models retaining 
only the lowest-order nonlinear terms that respect the sym-
metries of the initial problem often allow most of the dynam-
ics of the whole system to be properly captured. Normal 
form theoryl,l provides a systematic way to derive such 
models and proved to be fruitful in a wide variety of prob-
lems ranging from chemical reactions to plasmas and bio-
logical systems. We currently investigate the generic prob-
lem of the flow of a viscous incompressible fluid past fixed 
axisymmetric spheroidal bodies, including the extreme cases 
of a sphere and a flat disk. It is known that such flows spon-
taneously break their initial axial symmetry as the Reynolds 
number (defined as R =lU (/li v, where Uo is the relative ve-
locity between the incoming flow and the body, a is the 
radius of the body, and v is the kinematic viscosity of the 
fluid) exceeds sorne critical value. 
In this letter, we first present computational results for 
two reference bodies: a sphere and a flat disk with zero thick-
ness. While our results are essentially in agreement with 
available studies in the case of a sphere,3'4 they reveal two 
new shedding modes for a disk. We then interpret these re-
sults in the light of bifurcation the ory.L,l For this purpose, we 
introduce a simple model that takes into ac.count the symme-
tries of the problem and describes the weakly nonlineac in-
teraction of two unstable modes. We show that this model 
allows us to explain the observed structural differences be-
twc.cn the two types of wake, as well as the discrepancies 
existing between numerical solutions of the full Navier-
Stokes equations and predictions of the lineac stability 
theory. Interestingly, this model also reveals an unexpected 
link betwc.cn the present problem and that of the successive 
flow patterns in the Taylor-Couette system. 
The direct numerical simulation (ONS) code and the grid 
used to study the flow past a sphece are described in Ref. 5. 
The flat disk is considered as a cylindrical obstacle with zero 
thickness, and the grid is strongly refined in the vicinity of its 
edge. It was carefully verified that the code properly resolves 
the corresponding flow singularity. 
In the case of a sphere, a first bifurcation resulting in a 
loss of the axial symmetry is detected for R = 210, in agree-
ment with both lineac stability analysis6 and previous nu-
merical studies.3'4 As displayed in Fig. 1, the resulting wake 
is chacacterized by a pair of steady stceamwise vortices and 
exhibits a reflectional symmetry about a longitudinal plane 
with an acbitrary orientation. Here and in the next case, a 
rotation is applied to the numerical results, so that the sym-
metry plane coincides with the (.x,y) plane. A constant lift 
force (hence directed toward positive y) is associated with 
this state, which will be referred to as a .stead:y .state (SS) 
mode. A second bifurcation is then observed for R = 270, 
leading to a time-dependent flow. As shown in Fig. 2, the 
resulting wake retains the reflectional symmetry, but pairs of 
vortex structures with opposite signs are now periodically 
shed. Since there is still more positive (negative) vorticity on 
the z < 0 (z > 0) si de, the average lift force cemains in the 
positive y direction but its amplitude is periodically modu-
lated. We will refer to this state as a reflectional .symmetry 
pre.sen•ing (RSP) mode. 
The present results are in good agreement with the pre-
vious numerical findings 3'4 ac.cording to which the threshold 
for the Hopf bifurcation lies in the range of 270-274. This 
value slighùy differs from that predicted by lineac theory,6 
namely, R=277 . .5. The shedding frequencies measured in 
ONS also differ by about 1.5% from those predicted by linear 
FIG. 1. SS mode in the walœ of a sphere for R= 250. The isosurfaces 
correspond to positive (gray) and negative (black) values of the axial vor-
ticity. The Jlow cornes from the x direction; the thin line marks the symme-
try axis of the body. 
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FIG. 2. RSP mode in the walce of a ophere for R =280. 
theory.6 However, the relevance of the stability analysis of 
Ref. 6 is questionable as this approach is based on a linear-
ization of the goveming equations about the axisymmetric 
base flow which no longer exists at this point. Yet, the exact 
relationship between the bifurcation observed in DNS and 
that predictt:d by the linear stability theory deserves sorne 
clarification. 
The case of a flat disk normal to the stream reveals a 
markedly different picture. We first detect a regular bifurca-
tion for R = 115, which is in good agreement with the linear 
theory prediction. 6 As for the sphere, this bifurcation leads to 
a SS mode with a reflectional symmetry. Then, a Hopf bifur-
cation is found for R = 121, again significantly earlier than 
predicted by the linear theory, 6 which indicatt:s R = 126.5. 
However, the structure of the resulting flow differs from that 
observed in the case of the sphere, as reflectional symmetry 
is no longer preserved. Figure 3 shows a snapshot of the 
wake for R=123. The lift force now oscillatt:s about a mean 
direction arbitrarily sdected by the initial conditions. For 
consistency with the previous case, a rotation is applied to 
the numerical results so that the mean direction of the lift 
force coincides with the y direction. This mode displays a 
complicatt:d structure with voctices twisted around the sym-
metry axis. There is clearly no more symmetry plane but 
sorne kinds of "average" symmetry are preserved. More pre-
cisely, each half-peciod of the shedding cycle is the image of 
the other half-period through a reflection with respect to the 
(x, y) plane. We refer to this state as a rejiecti.onal symmetry 
breaking (RSB) mode. Then, a third bifurcation is observed 
for R = 140 and allows the flow to recover the planar sym-
metry that was previously lost. Figure 4 depicts the wa.ke 
structure for R = 150. As can be observed, a reflexion al sym-
metry is recovered. fnterestingly, if the simulation is stacted 
from the previous case (RSB mode) and the Reynolds num-
ber is progressivdy increased, the symmetry plane is found 
to be the (x, z) plane, which is orthogonal to the symmetry 
plane initially sdected in the SS mode. In contrast with the 
RSP mode of Fig. 2, there is now an equal quantity of vor-
FIG. 3. RSB mode in the walce of a !lat disk for R=123. 




FIG. 4. SW mode in the walce of a flat diok for R= 150. 
ticity of each sign in each half-space. Consequently, the lift 
force (now directt:d along the z direction) oscillatt:s about a 
zero mean value. It is wocth noting that this mode is more 
symmetrical than the ones previously described, as it dis-
plays both an exact reflectional symmetry [ with respect to 
the (x, z) plane J and an average symmetry [ with respect to 
the (x, y) plane]. For reasons explained bdow, we will refer 
to this state as a standing wave (SW) mode. 
To explain the various dynamics we just described, we 
introduce a mathematical madel based on normal form 
the ory. We employ cylindrical coordinates (r, O,x ). Let 
U 0(r ,x) denott: the axisymmetric solution of the Navier-
Stokes equations for a given value of R. Unear stability 
analysis of this base flow" reveals that the dominant eigen-
modes are associated with azimuthal wavenumbers m = :±: 1. 
The most amplified one is a nonoscillating mode Û1 (r,x) 
with a real eigenvalue À.1 (obvious symmetry considerations 
show that the structure of this eigenmode is identical for 
m= 1 and m = -1). The next one is an oscillating mode 
ûh .,.,(r,x) with a complex eigenvalue X.h +iwh, along with its 
co~jugate countt:rpart. From this starting point, we consider 
a flow consisting of a superposition of the se three modes. For 
this purpose, we introduce three time-dependent complex 
amplitudes a 0, a 1, and a 2 and exp and the vdocity field in the 
form 
u = Uo(r,x) + Re[a0(t) e-i0û 1 (r,x)] 
+ Re[a1(t)e-i0ûh.-t(r,x) + a2(t)eitUh.+t(r,x)] + · · · . 
(1) 
Nok: that the real and imaginary parts of the amplitudes can 
be interpreted as a measure of the intt:nsity of the modes 
painting toward the y and z directions, respectivdy. 
Starting from an expansion such as Eq. (1), the central 
manifold theorem states that if the leading modes are simul-
taneously nearly neutral, the whole problem can be reduced 
to a system of ordinary differentia] equations governing their 
amplitudes. Moreover, this system can be reduced to its so-
called normal form by taking into account the symmetries of 
the physical systt:m. Note that the assumption of simulta-
neous nearly neutra] modes is not exactly satisfied here, 
since the bifurcations occur at different values of R (say R,1 
and R,~, for the first two of them). However, the ratio 
(Rch -R,J!Rcs is fairly small, especially in the case of the 
disk, and the above method is known to be quite robust un-
der such circumstances. Here, the relevant symmetry group 
of the problem is 0(2) since the base flow is invariant both 
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by rotation and planar reflection. The normal form relevant 
ta this situation is given in Ref. 1. When truncating nonlin-
earities at third arder, it can be set inta the following form: 
~o = "-flo + lolaol2ao + lt (latl2 + la212)ao 
+ il2(la2l2 -latl2)ao + l3aoa2at, 
~~=(!th+ iwdat + (Biatl2 +(A+ B)la2l2)at 
+ Claol2al + Da~a2, 
~2 =(!th+ iwh)a2 + (BI~I2 +(A+ B)latl2)~ 




Coefficients l0-l3 are real, while A, B, C, D are complex and 
are written in the form A =Ar+iA;, etc., in what follows. 
These coefficients could, in principle, be computed directly 
by injecting Eq. (1) into the Navier-Stokes equations and 
evalua ting the relevant nonlinear terms. We do not attempt ta 
follow this line here, as our aim is mainly ta show that the 
system [Eqs. (2a}-(2c)] can qualitativcly explain the ob-
served evolutions of the wake dynamics. For simplicity, all 
coefficients will be considered constant (i.e., R-independent), 
and we shall assume a linear variation of the amplification 
rates in the form !t"=œ" (R-R ,), "-•=œh (R-R<J. 
We are particularly concemed by the forces exertt:d by 
the fluid on the body. These forces are classically character-
i:zcd by dimensionless coefficients ex, CY' c, defined as 
(Fx,Fy,F,)=(Cx,Cy,C,)p-rra2U~I2, where pis the fluid den-
sity. From the symmetries of the flow, one may expect that 
the base flow U 0(r ,x) only contributes ta the drag force Fx, 
while the main contributions ta the lift forces FY and F1 
come, respectivcly, from the real and imaginary parts of the 
mode amplitudes a0, a 1, and a 2. Therefore, with an appropri-
ate rescaling of the eigenmodes, the leading-order contribu-
tions ta the lift coefficients can be expanded in the form 
(3) 
A mathematical exploration of the solutions of Eqs. 
(2a)- (2c), up ta temary bifurcations, was performed in Ref. 
1. Here, we only describe the solutions relevant ta our prob-
lem. The simplest solution of Eqs. (2a)-(2c) is the SS mode 
which bifurcates when !.." > 0. This bifurcation is govemed 
by Eq. (2a) with only the first nonlinear term kept. Setting 
a0 =r0ei<Po, the saturated amplitude is r0 = ~-!t"!l0, thus corre-
sponding ta a regular supercritical bifurcation if l0 <0. The 
above truncation accuratcly describes the occurrence of the 
lift force observed with bath bodies for R > R<>. Note that the 
phase <jJ0, which corresponds ta the direction of the lift force, 
is arbitrary, i.e., sclected by initial disturbances. 
For À;, > 0, the normal form of Eqs. (2a)- (2c) predicts 
th at a primary Hopf bifurcation occurs on the axisymmetric 
solution. This bifurcation is not observed in the present cases 
because the axisymmetric state has already lost its stability, 
owing ta the regular bifurcation we just described. Neverthe-
less, it is useful ta discuss this bifurcation ficst in arder ta 
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derive a consistent bifurcation diagram. Because of the 0(2) 
symmetry properties, l ,2. this bifurcation gives ri se ta two 
branches, classically called r01ating waves (RW) (with 
a 2=0 ora1 =0) and SW (with la2l=latl). TheRWmodecor-
responds ta a state where the lift force has a constant ampli-
tude and a rotating orientation, and such a state is not ob-
served. On the other hand, the SW solution is relevant ta the 
mode observed in the wake of a flat disk after the third bi-
furcation. Introducing the polar representation a 1 = rsei<?l, 
a2=rsei~, the saturated characteristics of the SW mode 
are given by rs=~-!th1(2Br+AJ, and (/J1=(/J2=wh-(2B; 
+A;)lt0!(2Br+Ar). Using Eq. (3), it can be checked that the 
corresponding lift foree is oscillating about zero in a fixed 
plane, just as the mode described in Fig. 4. According ta 
Refs. 1 and 2, the bifurcation toward the RW (SW) branch is 
supercritical if Br<O (2Br+Ar<O); if bath conditions are 
satisfied, the bifurcation preferentially leads ta the SW solu-
tion if Ar >0. We assume all these conditions ta be satisfied 
here. 
Two Hopf bifurcations can arise on the SS branch, giv-
ing ri se ta two secondary branches t which, by considering 
their symmetry properties, can be identified with the RSP 
and RSB states described above. Sorne conditions involving 
the parameters of the normal fonn determine which branch is 
preferentially sclected. 1 With present notations, it tums out 
that the RSP (RSB) mode is sclected if Dr>O (D,<O). The 
threshold R* corresponding ta this secondary bifurcation as 
< 
weil as the marginal frequency w• of the resulting mode 
can be obtained by linearizing the normal form about the 
SS solution. Assuming linear variations of !.." and "-• as 
specified above, it is found that R*=Ra._ - œ"(Cr± Dr)(R<h 
< • 
- R0 )1[œ/Cr± Dr) - l0œ.J, and w•=w. - (C; ±DJœ"(R 
- R<h)!l0, respectivcly, where the sign has ta be taken a~ 
positive (negative) for the bifurcation toward the RSP (RSB) 
branch. These expressions provide a simple explanation of 
the aforementioned differences between the predictions from 
linear stability theory and full Navier-Stokes computations 
on bath the critical Reynolds number and the fre.quency of 
the secondary bifurcation. Finally, the third bifurcation ob-
served for the disk can be similarly explained as a (back-
ward) secondary bifurcation from the SW state ta the RSB 
state. With the present notation, it is found that such a bifur-
cation re.quires !3 < 0 1. 
Interestingly, the normal form of Eqs. (2a)- (2c) is also 
relevant ta anothe r classical flow configuration, namcly the 
Taylor-Couette flow. The mathematical study performed in 
Ref. 1 was initially motivated by this application. In this 
case, the 0(2) symmetry results from the hypothesis of re-
flectional symmetry and periodicity of the flow along the 
axial direction. Such a symmetry is approximate and is only 
exact in the limit of an infinitcly long deviee. Considering 
their symmetry properties, the present SS, RW, SW, RPM, 
and RBM states can be identified with the "Taylor vortices," 
"spirals," "ribbons," "twisted vortices," and "wavy vortices" 
flow patterns, respectively. 
From the above considerations, we are in a position ta 
build consistent bifurcation diagrams for the flow past a 
sphere and a disk. Such diagrams are displayed in Fig. 5. The 
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FIG. 5. Theordical bifurcation diagrarn.< for the opha-.e (ldt) and the lht 
di<.k (right). Solid (daclled) lin"" denote otable (unotable) branc.h"". 
left plot corn:sponds to the case of the sphcre with D, >O. In 
this case, a sccondacy bifurcation occurs on the SS branch, 
giving birth to a stable RSP branch. A RSB branch can also 
be present but is ncccssarily unstablc. The right plot corre-
sponds to the case of the disk with D, < 0 and /3 <O. Hcre, a 
stable RSB branch cxists within a limit<:d int<:rval of R and 
links the SS and SW branches (a RSP branch also cxists in 
this case but is unstablc). 
The assumption of simultancous ncarly ncutcal modes is 
most closcly satisficd for the disk, mak:ing it quite casy to 
determine a set of paramcters providing a quantitative fitting 
of the numcrical results. The lincar growth rates wcre csti-
matcd from observations of the growth or decay of small 
amplitude disturbances in the vicinity of the thn:sholds. The 
lincar interpolation procedure yicldcd f...,=0.00.53(R-ll.5 . .5) 
and f...h=0.004.5(R - 126 . .5). The othcr paramcters wcre deter-
mincd through a best fit procedure, lcading to wh= 1.49, 
lo=- L4.6, l1 = - 7.50, l2=0, /3 = - 160, B= - 340, A=340, C=3, 
and D =-2. 7. With this set of paramcters, the thrcsholds for 
the two primary bifurcations agree with the predictions of 
lincar stability thcory. 6 Then, the RSB branch is found to 
bifurcate from the SS branch at R = R* = 121 . .5, and to end on 
the SW branch for R=l39.6, which< is in good agreement 
with the DNS results. Figure 6 compares the lift coefficients 
obtaincd with this set of paramcters to the DNS results (note 
that wc plot the mean value of CY which cxhibits small os-
cillations in the RSB mode, and the maxima of C~, which 
oscilla!<: about a :zero mean in the SW mode). As can be sccn, 
the cs senti al fcatures of the numcrical results arc cap tu red by 
the modcl. The largcst dcpartures occur in the range of Rey-
nolds numbers whcre the amplitudes arc the largcst and the 
tcuncation to third arder is most qucstionable. 







FIG. 6. Uft codli.cienl>; of a lbt diok "' R. Solid line (croooeo): prediction. 
(ONS r""ult.;) for Cv. Oac.hed line (open circ!.:o): predidiono (ONS reoulto) 
for the m.ui.rna of C1 . 
The normal form introduccd hcre has thus provcd to be 
succcssful to cxplain the obscrvcd differences in the wak:cs 
of a fixcd disk and a fixcd sphcre. This approach is also 
applicable to the wak:cs of axisymmctcic bodies of any par-
ticular shape, and opens new ways to explore such problcms. 
In particular, applying the present thcory to moving bodies 
could be of great interest, the most challenging situation be-
ing that of frccly moving bodies whosc motion is driven by 
buoyancy, such as rising bubbles. The path of such bodies is 
known to cxhibit a varicty of forms, including planar zig-
zags, helices, tumbling motions, cli:. It is now rccognizcd5•7 
that such path instabilitics arc dircctly linkcd to an instability 
of the rccirculating region in the ncar wak:c of the body. 
Extcnding the pn:sent approach to such problcms, in which 
the gcomctcical degrees of frccdom of the body arc inti-
mat<:ly couplcd to the wak:c dynamics, is an cxtrcmcly chal-
lenging question to which wc will devote future efforts. 
Wc thank Edgar Knobloch for stimulating discussions. 
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Abstrart Us:ing ONS, we investi gate the dynamirs in the wake of a drrular disk of aspert ratio x = d 1 w = 3 
(where dis the diameter and w the thkkness) embedded in a unifonn flow of magnitude Uo perpendkular 
toits symmetry axis. As the Reynolds number Re = Uodfu is inrreased, the flow is shawn to experience 
an original series of bifurcations leading to chaos. The range Re E [150, 218) is analysed in detail. In this 
range, five different non-axisymmetric regimes are successively encountered, including states similar to those 
previously identified in the flow past a sphere or an infinitely thin disk, as well as a new regime characterised 
by the presence of two distinct frequendes. A theoretical madel based on the theory of mode interaction with 
symmetries, previously introduced to explain the bifurcations in the flow past a sphere or an infini tel y thin disk 
(Fabre et al. in Phys Fluids 20:051702, 2008), is shawn to explain correrùy all these results. H:igher values of 
the Reynolds number, up to 270, are also considered. Results indkate that the flow encounters at least four 
additional bifurcations before reaching a chaotic state. 
Keywords Wake instabilities · Bifurcation theory 
PACS 47 .15. Fe Stability oflaminar flows, 47 .15. Tr Laminar wakes, 47.10. Fg Dynamical systems methods 
1 Introduction 
Bodiesmoving within a viscous fluid may display a large variety ofdynamkal behaviours. A famousexample, 
described five centuries a go by Leonardo da Vinci is the rise of small bubbles whkh may follow :zigzagging 
or spiraling motions [ 13). Another ex ample, which puzzled Maxwell since 1857, is the falling of a paper card, 
whkh may display various motions such as fluttering, tumbling, chaotic oscillations, etc. [1 5, 17]. It is now 
rerognized [1 0) that such pa th instabilities are direrùy linked to an instability of the redrculating region in the 
near wake of the body. Therefore, to understand these movements it is us.eful to consider first the related and 
simpler problem of bodies held fixed within a unifonn :incoming flow. 
In a recent paper [5], we used DNS to investigate the bifurcation scenarios in the wake of two reference 
bodies, namely a sphere and an infinitely thin disk held normal to the stream. For both bodies the Reynolds 
number is de fined as Re = U~d, where Uo is the :incoming velodty, d is the diameter of the body, and tJ is 
the kinematic viscosity of the fluid. The case of the sphere is well known from the literature [3, 9, 12,14, 16]. 
A first bifurcation occurs for Re ~ 210 resulting in a wake characterized by the presence of a steady pair of 
stream wise vortices and the occurrence of a constant lift force on the body. This wake con figuration, here:inafter 
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referred to a& the "Steady-State" (55) merle, break& the axi&ymmetry but retain& a retlectional &ymmetry with 
re&rx:ct to an azimuthal plane. A &econd bifurcationi& ob&erved for Re""" 272, leading to a perierlic &tate which 
retain& the &ymmetry plane and i& a&&ociated with a lift force oocillating around a non-zero mean value. In 
exrx:riment&, thi& mode le ad& to the &hedding of hairpin vortice& all oriented in the &ame direction [ 14] ; hence 
we will refer toit a& the "Zig-Zig" mode ( Z z, to be di&tingui&hed with the "Zig-Zag" mode ( Z Z) which will 
be intrerluced below). 
In the ca&e of a fiat di&k, a different bifurcation s.equence i& ob&erved. A fir&t bifurcation i& ob&erved 
for Re = 115.5, leading to a 55 merle with a retlectional &ymmetry. Then a Hopf bifurcation i& found for 
Re = 121.5. Unlike the ca&e of the sphere, the merle observed after thi& bifurcation dœ& not pre&erve the 
retlectional symmetry. The resulting mode i& characterized by a lift force oocillating in a direction around a 
mean orientation; itcan bede&cribed a& a ''Yin-Yang" (YY) merle, owing to the characteri&tic pattern ob&erved 
jU&t behind the herly (&ee Fig. 4 of the pre&ent paper). A third bifurcation i& ob&erved for Re = 139.4, leading 
to a recovery of the planar &ymmetry. The re&ulting tlow i& characterized by a lift force a&cillating along a 
given direction with a zero mean. Thi& mode i& referred to a& a "Standing-Wave" (5W) merle by analogy 
with other related problem&. It can al&o be called the "Zig-Zag" (ZZ) mode, a& in experiment& it would be 
a&&ociated with the &hedding of hairpin vortice& in altemating direction&. To ex plain the&e re&ult&, Fabre et al. 
[5] introduced a &y&tem of nonlinear amplitllde equation& deocribing the interaction between the two dominant 
un&table mode&. Thi& madel allowed U& to explain the differences ob&erved in the wake of the two bodie& and 
accu ratel y reproduce& the evolution of the lift force&. For the ca&e of an infinitely thin di&k, the&e conclu&ion& 
were recenùy confirmed by Meliga et al. [11], who obtained the &ame &y&tem of equation& u&ing a weakly 
nonlinear global &tability approach. 
In the present paper, we continue the numerical exploration of the wake dynamic& of axi&ymmetric bodie& 
by con&idering a geometry which i& somehow intermediate between that of a &phere and that of a thin di&k, 
namely a thick di&k with an a&pect ratio x = djw = 3, where d i& the diameter and w the thickne&&. 
Thi& geometry wa& cha&en becau&e an exten&ive exrx:rimental &tlldy wa& carried out in our team with freely 
moving bodies of thi& tyrx: ri&ing in &alted water [6,7]. In Sect. 2 we deocribe the numerical metherl we u&e 
to inve&tigate the tlow pa&t thi& body. In Sect. 3 we deocribe the variou& tlow regime& we observe a& the 
Reynold& number i& increa&ed in the range Re E [ 150, 21 8]. In Sect. 4 we &how th at the theoretical merlel 
introduced by Fabre et al. [5] can be adapted to explain the&e computational re&ult&. In Sect. 3, we brietly 
addre&& the tran&ition to cha a& occurring in the range Re E [2 L8, 270]. We fin ally provide &ome conclu&ion& 
in Sect. 6. 
2 Numerical method and strategy of investigation 
The numerical code u&ed in the pre&ent &tudy i& &imilar to th at u&ed in [5] and wa& deocribed in [1, 1 0]. The 
code &olve& the three-dimen&ional Navier- Stoke& equation& for an incompre&&ible and homogeneoU& tluid. 
Temporal evolution i& diocretized by a third-order Runge- Kutta ocheme. The divergence-free condition i& 
&a ti& fied u&ing a projection method. The tlow i& deocribed u&ing a cylindrical grid with 118(x) x 70(r) x 32($) 
nerle& (the x -axi& corre&pond& to the &ymmetry axi&). A nonuniform grid distribution i& u&ed near the body to 
properly capture the boundary layer and near wake. The characteri&tic grid &ize i& 0.015d near the body, and 
i& about 0.1d in the near wake (dawn tox = 2d). The grid extend& to a di&tance of roughly 10 diameter& in 
all direction&. The boundary condition& are (i) a no-&lip condition on the body it&elf, (ii) a kinematic condition 
u:x = U0 in the inlet plane and on the lateral boundarie&, and (iii) a non-retlecting ouùetcondition in the ouùet 
plane. The grid u&ed here provide& re&ult& in goerl agreement with tho&e found during the convergence &tudy 
performed for a thin di&k by Augu&te et al. [1]. 
The range of Reynold& number& Re E [150, 220] wa& &crutinized with &tep& of !::.Re = 1 in most of 
the interval, and not larger than !::.Re = 2. Computation& were run on the Altix &erver computer of CICT 
in Toulou&e (parallelized on two proce&&or&). Typical run& con&i&ted of 50000 time &teps (corresponding to a 
dimen&ionle&& time tUofd about 800); however, much longer computational time& were required to achieve 
convergence clo&e to &ame of the bifurcation&. Typically, computation& were&tarted with an initial velocity field 
originating from a former computation performed with a neighbouring value of Re; clo&e to the bifurcation&, 
the Reynolds number was varied bath upwards and downwards to detect an eventual subcritical behaviour. 
Ma&t of the bifurcation& described here were localized within an interval il Re = 1; however, in sorne ca&es, 
ob&erving the transie nt behavior and fitting u&ing theoretical re&ults, a& d one for instance in [3], allowed a more 
accurate estimate of the threshold values. 
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To descriœ the effort~ experienced by the body, we introduce the drag cœfti.cient C.x, the ~ide force 
coefti.cients. Cy and c,, and the torque coefti.cients. C.,.x, C.,y and C.,, deti.ned as. follows.: 
(Fx, Fy, Fz) = (C.x, Cy, Cz) pUJ:rr(d/2)2 /2. 
(Mx, My, Mz) = (C.,.x, C.,y, C.,z) pUJ:rr(d/2)3 
To de scribe the various. flow regimes., we draw two types. of "phas-e dia gram~", bas.ed re&pectively on &ide forces. 
(Cy- Cz dia gram) and drag/lift forces. (C.x -CL diagram, where CL = je~+ Ci is. the lift coefti.cient). 
Finally, note that the exact or average reflectional ~ymmetry planes.exis.tingin ~orne of the regime~ described 
in the next s-ection are arbitrary and are s.elected by the initial conditions. of the s.imulation. To maJœ the dis.-
cus.s.ion s.impler, a convenient rotation wa& applied to the numerical res.ults. to make the &ymmetry directions. 
coïncide with the y - or z-axi~. 
3 The sequence orbirurcations in the range Re e [150,217] 
A~ for the reference cas-es. of a s.phere and a flat di~k., the flow rem ain~ s.teady and axi~ymmetric at low enough 
values. of the Reynolds. number. In this. range, the flow is. c haracteris.ed by a toroïdal recirculation region ( except 
at very low value~ of Re where the latter vani&hes.). Such a flow, hereinafter referred to a& the "trivial" s.tate 
(T S) i~ illus.trated in Fig. 1 a, which dis-play~ the vorticity and s.treamline~ in a tran~vers.e plane for Re = 150. 
In this. regime the hydrodynamic force on the body reduce~ to a drag force. 
As. the Reynolds. number increas.es., a s.teady bifurcation occurs.. In agreement with the reference cas-es. of a 
s.phere and a di&k, it leads. to a "Steady-State" mode (SS) characteris.ed by a reflectional s.ymmetry plane and 
an as&ociated lift force. The thres.hold value a&s.ociated with thi& bifurcation wa& es.timated to Rec1 "'d 159.4, 
in agreement with the previou& experimental es.timate Rec1 = 116.5(1 + x- 1) propos.ed by Fernande~ et al. 
[6]. The flow in thi~ regime i~ illus.trated in Fig. lb which di~play~ is.o-~urface~ of the ~treamwi~e vorticicy 
component (through two orthogonal views.). In this. cas-e, the s.ymmetry plane is. the x - z plane and the lift 
force i& along the pos.itive z direction. 
Thenextbifurcation i~ofHopftype andoccurs.for athre&holdReynolds.numbere~timated to Rec2 "'d 179.8. 
Thi~ value al~o rea~onably matche~ the previou~ e~timate Rec2 = 125.6(1 + x-1) [6]. Above thi~ thres.hold, 
the flow within the wake and the forces. experienced by the body œcome uns.teady and periodic. A Strouhal 
numœr characteri~ing thi~ flow can œ deti.ned a~ Si = u~ro, where To i~ the s.hedding period. Right at the 
thres.hold, this. Strouhal number is. Si = 0.109, a value comparable to but s.lightly ~aller than thos.e found 
for the two reference bodies. (Sispbere "'d 0.133, Si&k "'d 0.119). The regime re~ulting from this. bifurcation 
is. illus.trated in Fig. 2. It can be obs.erved that the walœ retains. the symmetry plane s,elected by the previous. 
bifurcation. This. allow~ us. to identify thi~ mode as. the "Zig-zig" one already obs.erved in the wake of a ~phere. 
Figure 2a show~ the ~truc ture of the flow at two in&tant5 of the &hedding cycle. The Cy - Cz diagram (Fig. lb) 
indicate~ that the lift force i~ oscillating about a non-zero mean value along aline located within the ~ymmetry 






Fig.l Steady flow regime&: a a."Ü&ymmetric flow for Re = 150 depicted by azimuthal vorticity (colom online) and &treanùine&, 
b non·a."{i&ymmetric >teady &tate (S S) for R e = 165 depicted by ioo-&urface& of the >treamwi&e vorticity (two orthogonal view&) 
308 F. Auguôte et al. 
(a) (b) (c) 
aa8,-------------------, 
a a7 
a a6 a a6a 
a aM 
u" a a4 u~ a a64 
a a62 
a a2 a a6 
a a58 
a 
.aa4 .aa2 a a2 a a4 1 a1 1 a12 
Fig. 2 Periodic, reflectional-,;ymmetry-pre>etving mode (or '"'Zig-Zig" mode) for Re = 182. a Ioo-&urface& of &treamwi>e vortic-
ity (at two lime in&tant&of the cycle corre,;ponding to the maximum and the minimum of the lift force, re&pectively), b Cy- C1 
diagram, cC;, -CL diagram 











Fig. 3 Quar.i-periodic pul&ating mode (or ''Knit-Knot" mode) for Re = 187. a Ioo-&urface& of the &treamwi,;e vorticity at two 
in&tant& of lime, b Cy - C, diagram (the end of the lime >erie> i& repre>ented with a Jhick line), c C, - CL diagram 
direction, indicating that extrema in the drag force are encountered ~ightly before those of the lift force. 
Note that the Strouhal number characteri&ing this tiow regime (and actually also the three next regimes) is 
remarkably constant, and onlyvaries by a fewpercents around the value St = 0.109 selected at Re = Rec2· 
A third bifurcation is found to taJœ place for a threshold value Rec3 E [184, 185]. The tiow observed 
beyond this bifurcation is illustrated in Fig. 3 (for Re = 187). This tiow is of a totally new type, and is 
characterised by the breaking of the retiectional symmetry (asean be seen in Fig. 3a which shows the structure 
of the stream wise vorticity at two sample instants) and the occurrence of a secondary frequency. The Cy - Cz 
diagram (Fig. 3b) reveals an attractor with a complicated structure evoking the shape of a wool bali. This 
is wh y we term this regime the "Knit-Knot mode" ( K K). The motion along the attractor can be understocrl 
as the superpo&ition of two movements, namely a rapid motion along an elliptic path, with a pericrl To very 
close to that found in the previous regime, and a ~ow pulsation of this ellipse around a mean direction (which 
corresponds to the z direction in the figure). To help understand this motion, the last two elliptic oscillations 
are displayed with thick lines in the figure. The C.x - Cr diagram shows another projection of the attractor 
which also reveals a two-period motion. In this dia gram the pulsation is seen as a ~ight jitter of the main cycle. 
Note that the oscillation period Tp greatly varies in the range of existence of this merle, from Tp ~ 96To at 
Re= 185, down to Tp ~ 48To at Re = 187, and then up to Tp ~ 54To at Re= 190. On the other hand the 
main pericrl remains remarkably constant. 
The "Knit-knot" mode described above is observed up to a threshold value of Rec4 E [190, 191] where a 
fourth bifurcation is detected. This bifurcation i;; characterised by the disappearance of the above slow pulsa-
tion, and the flow then come;; back to a purely pericrlic ;;tate. The resulting flow regime i;; illustrated in Fig. 4 
(for R e = 195). The structure of the streamwise vorticity (Fig. 4a) allow;; us to identify this mode with the 
mode existing in the wake of a thin disk in the range Re E [121, 139] [5]. The Cy - Cz diagram (Fig. 4b) 
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Fig. 4 Periodic, reHectional-:;ymmetry-bre.lk:ing mode (or ""Ym-Yang" mode) for Re = 195. a Ioo-:;urface:; af the :;treamwi:;e 
vorticity at twoin:;tant:;, b Cy- C, diagram,cioo-\evel:;afthe :;treamwvorticity in the x= 0.5 plane 
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Fig. 5 Periodic mode with reHectional :;ymmetry and zero mean lift (or ""'Zig-Zag" mode) for Re = 216. a loo-leve\:; af the 
:;treamwi:;e vorticity in the plane \ocated at x = 0.5, b Cy - C, diagram, cCx - CL diagram 
~ow~ that the lift force i~ o~illating back and forth along a do~ path about a mean direction (here cho= 
to be the z direction), while the C._ -Cr dia gram (not ~own) reveal~ a @ngle loop. Thi~ mooe wa~ called the 
''retiectional-~ymmetry-breaking" (RSB) mooe in [S]. It can al~o be termed a~ the "Yin-Yang mooe" owing 
to the characteri~tic ~ape of the ~treamwi~ vorticity contour~ in a cro~~-~tion of the wake (~Fig. 4c). 
The next (i.e. fifth) bifurcation i~ found for Rec5 ~ 215. Thi~ bifurcation i~ in all re~pect~ ~imilar to that 
occurring in the wake of a thin di~ for Re ~ 139, a~ it i~ a~~ociated with a recovery of a ~ymmetry plane in 
the wake, the orientation of which (here y) i~ orthogonal to that ~elected by the initial bifurcation (here z). The 
re~ulting tiow i~ illu~trated in Fig. S. The Cy - Cz diagram (Fig. Sb) indicate~ that the lift force i~ contained 
within the ~ymmetry plane of the tiow and i~ o~illating around a zero mean value. The C.x - Cy drag-lift 
diagram (Fig. Sc) ~ow~ a buttertiy-like attractor, revealing that the drag pa~~~ twice through a maximum 
(and then a minimum) during one perioo of o~illation of the lift force. The ~tructure of the tiow i~ illu~trated 
in Fig. Sa at two in~tant~ of time corre~ponding, re~pectively, to a po@tive extremum (upper plot) and a neg-
ative extremum (lower plot) of Cy. The plot~ ~ow that in thi~ ca~ the body ~ed~ ~ymmetrical hairpin-like 
~tructure~ du ring each half-perioo of o~cillation, thu~ ju~tifying the denomination of thi~ regime a~ a "Zig-Zag 
mode" (ZZ). 
A ~ynthetic view of all the regime~ de~cribed ~o far i~ given in Fig. 6 which pre=t~ the maximum and 
minimum value~ of force coefficient~ (Fig. 6a) and torque coefficient~ (Fig. 6b) a~ a function of the Reynold~ 
number in the range Re E [150, 220). A~ can be noticed, all quantitie~ are continu ou~ aero~~ the bifurcation~ 
(but generally have di~ontinuou~ f.l.opes), indicating that all bifurcations are regular and supercritical. The 
firs.t bifurcation at Reel is. as.s.ociated with the on~t of a lift force and a lateral torque and als.o with an increas.e 
of the drag force compared to that as.s.ociated with the axis.ymmetric s-olution (dis.played with a dotted line in 
Fig. 6a). Such a di~ontinuity in the f.l.ope of the Cx curve has. als.o been reported in the ca~ of a s.phere [3). 
At the ~ond bifurcation (i.e. for Re = Rec2), the lift and drag forces. and the s.ide torque become uns.teady 
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Fig. 6 Variation& at force coefficient& (a) and torque coefficient& (b) in the range R~ E [150, 220] 




and oscillaœ between the maximum and minimum value~ plotœd in the figure. The third bifurcation at Red 
i~ characœri~d by the occurrence of an axial torque which oscillaœ~ about zero with a maximum amplitude 
repre~enœd by the C,,x curve. The pre~ce of ~uch an axial torque i~ characœri~tic of regime~ in which the 
retlectional ~ymmetry i~ broken. Comequently, thi~ torque i~ non-zero within the range of exi~tence of the 
"Knit-knot" and "Ying-yang" mode~ and die~ out at the fifth bifurcation corre~ponding to Re = Rec5. 
4 Theoretical modelling 
In a previou~ ~tudy [5], we introduced a theoretical model which ~ucce~~lly reproduce~ the fir~t ~œp~ of the 
bifurcation ~quence ob~rved in the ca~~ of a ~phere and a thin disk. In thi~ ~ction we review thi~ model 
and show how it can be adapœd to the pre~t ca~. 
The model h ba~ on a velocity field with the following expan~on: 
where Uo(r, x) denote~ the axi~ymmetric ~olution of the Navier-Stoke~ equation~ for a given value of Re, 
Û5 (r, x) i~ the mo~t amplified mode (a~~ociaœd with an azimuthal wavenumber m = 1 and a real eigenvalue 
À.5 ), and Ûh,m(r, x) i~ the next mo~t ampli fied mode (a~~ociaœd with an azimuthaJ wavenumber m = 1 and a 
complex eigenvalue Àh + i(1)h), wherea~ ao, a1, a1 are three complex amplitude~. 
Starting from ex pan~ on Eq. (1 ), the central manifold theorem ~tate~ th at if the leading mode~ are ~multa­
neou~y nearly neutral, the whole problem can be reduced to a ~y~tem of ordinary differentia] equation~ (ODE) 
governing their amplitude~ [4, 8]. Thi~ ODE ~y~tem ha~ the generic form, known a~ the normal form of the 
problem: 
do = Àsao + lo laol1ao + l1 (la1l1 + la1l1) ao + ih (la1l1 - la1l1) ao + l3aoa1a1, 
d1 = (Àh + i(1)h)a1 + ( B la1l2 + (A + B) la2l1) a1 + Ciao l2a1 + DaJal, 




where l o to l3 are real coefficient~. while A, B, C, D are complex. Inœre~tingly, thi~ ~y~tem i~ al~o relevant 
to the Taylor-Couette tlow problem where it describe~ the interaction between "Taylor vortice~" and "~piral 
vortice5". A cla5~Jication of the 5olution5 up to ~condary bifurcation5 if> available in[~]. A relined iiNef.ti-
gation of the pos.~ble s.olutions. up to œrnary bifurcations., and of their relevance to the pre~nt problem, is. in 
progres.s. (Fabre and Knobloch, in preparation). 
In Ref. [5] the coefficients. iiNolved in (4) were fitœd u~ng the computational re~mlts. obtained for the 
s.phere and the thin disk, leading to a good agreement between the predictions. of the model and the DNS 
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Fig. 7 Theoretical bifurcation diagram. Arbitrary bifurcation parameter a:; function af the Reynold:; number. Full (re:;p. dtllhed) 
line:; repre:;ent :;table (re:;p. un:;t.able) branche:;; circ/es repre:;ent the qua:;i-periodic pul:;ating ''Knit-Knot" branch 
results. We have repeated this approach in the present case. The corresponding tHting led to the following set 
of coefficients: 
Às = 0.05(Re - 159.8), Àh = 0.04(Re - 190), (Oh= 0.685, 10 = - 100, 11 = - 1386, h = 0, 
13 = -1800, A= 100, B = -225, C = 22, D = 16.8 + 50i. (5) 
This set of parameters leads to a sequence of bifurcations in close agreement with our numerical results. In 
particular, the predicted threshold Reynolds number values are as follows: 
R ec1 = 159.8, Reel = 179.9, Rec3 = 184.7, Rec4 = 190.4, R ecs = 215.2. (6) 
The theoretical bifurcation diagram obtained with this set of parameœrs is plotted in Fig. 7 . The figure displays 
an arbitrary measure of the amplitude of the different states (roughly proportional to Jiao 11 + la1l1 + la1 i1) 
as function of the Reynolds number; following the usual convention, full (resp. dashed) lines correspond to 
stable (resp. unstable) branches and circles to quasi-periooic solutions. This diagram correcùy reproduces the 
sequence of bifurcations revealed by the numerical simulations up to Re = 217, and accurately predicts the 
threshold values of the successive bifurcations, thus confirming the relevance of the mooel. Note that it also 
predicts the existence of two additional branches, namely a "spiral" mooe and a quasi-periooic mooe of a 
different nature (termed H - H in the figure), which are both unstable and thus not numerically observed. 
A more quantitative fitting of the lift forces, as performed in Ref. [:i] for the thin disk, was not tried. 
Therefore, the set of cœfficients given above is only indicative. A direct and rigorous deœrmination of the 
coefficients of the normal form using a weakly nonlinear expansion of the Navier-Stokes equations, as done 
by Meliga et al. [11] in the case of a thin dis.k, would certainly be preferable. 
We finally point out that the present mooel is unable to account for the subsequent bifurcations to be 
described in the next section, which are most likely associated with the emergence of new leading mooes, in 
addition to the two mooes already included in the expansion (1). 
5 The route to dtaos in the range Re e [217, 270] 
We now tum to the next features that oc:cur at higher Reynolds number. To this end, we investigated the range of 
Reynolds. numbers. [217, 270] in a les.s. exhaus.tive way th an reported in the previous. s.ection. Figure 8 dis.plays. 
s.ample phase diagrams. of the regimes. we detected. 
The "Zig-Zag" mooe, which was. the las.t of the sequence of bifurcations. documented in Sect. 3, has. a 
limited range ofexis.tence, as. a new bifurcation occurs. for Rec6 E [217, 218]. The mode obs.erved beyond this. 
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Fig. 8 Force diagram& for &elected value& of Re on the route to chao&: C:., - Cy diagram for Re = 220 (a) and Re = 230 (b); 
Cy- C, di.agramfor Re= 245 (c) and Re= 270 (d) 
thre&hold ü; characterised by the perf.i&tence of a reflectional &yrnmetry plane and the occurrence of a second 
frequency. The corre&pond.ing attractor, depicted in Fig. Sa through it& Cx - Cy projection (for Re = 220), i& 
typical of a quaf>i-period.ic &y&tem. The \eading frequency fo i& very close to the one exi&ting in the previou& 
regime&, while the &econdary frequency j 1 i& do&e to one-third of the lead.ing frequency. 1 
For Re = 230, the Cx - Cy diagram (Fig. Sb) &how& that the attractor become& again a closed loop, 
indicating that the flow ha& come back to a periodic Mate. Thi& can be explained a& the re&ult of a pha&e locking 
of the two main frequencie& which, in thi& case, get into an exact 1 :3 re&onance.2 Thi& exact re&onance i& lo&t 
when the Reynold& number i& further increa&ed and, for Re = 235, the attractor (not &!:town) become& again 
quaf>i-periodic and f>imilar to the one plotted in Fig. Sa. 
The planar ,;yrnmetry i& eventually lo&t for Re ~ 240. The la&t two plot& (Fig. & , d) illu&trate the &lape 
of the attractor through it& Cy - Cz projection for Re = 245 and Re = 270, re&pectively. In the nr&t ca&e 
the trajectory s.eem& to retain &orne &ymmetrie& a& it dœ& not explore the whole domain. Thi& &ugge&ts that 
thi& regime i& not yet completely chaotic but rather multi-period.ic. On the other hand, in the second case a 
true chaotic &tate seem& to be reached, a& the trajectory make& larger excur&ion& in the whole domain. We 
did not attempt to localise more precis.ely the thre&hold value of Re a&&ociated with the on&et of chao&, @nee 
computation& are very time-con&uming in thi& range of parameter&. Moreover, a f>imple glanee at the force 
dia gram& i& not &ufôcient to di&criminate true chao& from multi-periodic &olutions and more powerful mean& 
of inve&tigation are required, &uch a& the computation of Lyapunov exponent&. Future work will be devoted to 
thi& i&&ue. 
6 Summary 
In thi& paper, we u&ed DNS to inve&tigate the wake dynamic& of a thick di&k with an a&pect ratio x = 3, held 
nxed in an imposed up&tream flow parallel toit& ,;yrnmetry axi&. In the range Re E [150, 216], an original 
sequence of bifurcation& wa& evidenced, which i& &omehow intermediate between the reference ca&e& of a 
&phere and a thin d.i&k, re&pectively. In the nr&t two &tep& of the sequence, the flow &ucce&f>ively encounter& a 
&teady, non-axi&ymme tric &tate (SS) a&&ociated with a constant lif t force, and a periodic, re flectional-&ymmetry 
preserving mode a&&ociated with a lift force o&cillating about a non-zero mean value ("Zig-zig" mode). Thi& 
sequence i& identical to what happen& in the wake of a &phere. However, a third bifurcation occur&, leading to an 
original type of flow which break& the reflectional &ymmetry and oscillate& in a qua&i-periodic manner ("Knit-
knot"mode). TWo additional bifurcation&lead &ucce&@vely to a periodic, reflectional-&yrnmetry-breaking mode 
("Yin-Yang" mode) and to a periodic mode with reflectional ,;yrnmetry and a lift force oscillating about zero 
(''Zig-Zag" mode). Thi& part of the &equence i& identical to wh at happen& in the wake of a thin d.i&k, except th at 
in the latter ca&e the "Yin-Yang" mode take& place after the second bifurcation of the &equence, irnmediately 
after the &te ad y, non-axi&yrnmetric &tate (SS). In line with previou& re&ult& obtained for the reference case& of a 
&phere and a thin d.i&k, thi& wh ole &equence i& full y explained by a theoretical madel describing the interac tion 
between the two leading mode~. However, thi~ model i~ unable to explain the dynamic~ encountered in the 
1 1bü nearly harmonie relation between the frequencie&led u> to caJl thi> regime a "Honky· Tonky"' mode (a> if it were a mu>ic 
in&trument that would oound ilightly out of tune). 
2 We thu> propœe to caJl thi> retuned mode a "Boogie-Woogie" mode. 
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range Re E [217, 270]. In thisrange, atleast three additional bifurcation& exi&t, leading eventually to a tully 
chaotic &tate. Additional work i& &till required to completely describe thi& route to chaos. 
This work is currently continued in the ca&e where the abjects are freely moving within the fluid under the 
effect ofbuoyancy and hydrodynamic forces. Preliminary rewlt& [2] have demonstrated an excellent agreement 
with the experiment& conducted in our team [6, 7]. They have al&o revealed the existence of severa] new kinds 
of trajectorie&, including steady oblique paths, periodic and quasi-periodic trajectorie& and weakly chaotic 
regime&. The cartography of these regimes is in progress. The application of normal form theory to thi& case 
is also a promising issue. 
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